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Kata Pengantar

Puji dan syukur saya panjatkan kepada Allah SWT atas limpah-
an nikmat, rahmat, dan hidayahNya sehingga kita dapat beraktivitas
sesuai dengan apa yang telah direncanakan. Shalawat beserta salam
semoga tetap tercurahkan kepada junjungan kita nabi Muhammad
SAW.

Penyusunan buku ajar Persamaan Diferensial Biasa ini dimulai de-
ngan mengenalkan pengertian persamaan diferensial, baik itu persa-
maan diferensial biasa maupun persamaan diferensial parsial. Setelah
itu diberikan klasifikasi persamaan diferensial biasa. Dalam penjabar-
an persamaan diferensial biasa, Anda akan diajak untuk mengenali
bentuk-bentuk persamaan diferensial, kemudian penyelesaian persa-
maan diferensial mulai dari orde satu hingga orde tinggi. Pada umum-
nya yang dibahas di buku ajar ini adalah persamaan diferensial ber-
bentuk linear, namun untuk persamaan diferensial orde satu diberikan
dalam bentuk linear maupun nonlinear. Selain itu, diberikan penera-
pannya pada permasalahan sehari-hari misalkan pada peluruhan radio
aktiv, persamaan pertumbuhan, rangkaian listrik, persamaan getaran,
dan lain-lain. Dengan demikian, saya merekomendasikan buku ajar
ini bisa juga digunakan oleh mahasiswa di luar program studi mate-
matika misalkan dari program studi fisika dan program-program studi
di fakultas teknik. Beberapa metode dalam menyelesaikan persamaan
diferensial biasa juga diberikan di sini. Selain itu, pada bab-bab ter-
akhir dibahas tentang sistem persamaan diferensial dan penyelesaian-
nya baik yang berbentuk linear maupun nonlinear, hingga membahas
masalah kestabilan sistem persamaan diferensial linear.

Secara umum, Anda akan menemukan bahwa penyajian materi da-
lam buku ajar ini mengikuti alur penyajian pada perkuliahan Persa-
maan Diferensial Biasa di kelas. Dengan demikian, bisa dikatakan
bahwa untuk memahami materi perkuliahan Persamaan Diferensial
Biasa perlu mempelajari buku ajar ini.

Selain pembahasan materinya yang disajikan secara terstruktur,
buku ajar ini juga dilengkapi dengan contoh-contoh penyelesaian per-
samaan diferensial maupun masalah nilai awal, yang hasilnya seba-
gian dilengkapi dengan visualisasi dalam bentuk gambar. Penyajian
tersebut akan memudahkan pembaca untuk merelasikan apa yang dije-
laskan dalam contoh dengan bentuk tampilan grafik penyelesaiannya.
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Buku ajar ini juga menyediakan rangkuman materi, bahan diskusi,
dan soal-soal latihan yang dapat Anda gunakan untuk mengetahui se-
jauh mana Anda memahami materi yang telah dipelajari di tiap-tiap
bab.

Jember, November 2020
Dr. Mohammad Fatekurrohman, S.Si., M.Si.



Prakata

Puji syukur kami panjatkan kepada Allah SWT yang telah me-
limpahkan rahmat dan hidayahNya sehingga penulisan buku ajar Per-
samaan Diferensial Biasa ini dapat diselesaikan dengan baik tanpa
kendala yang berarti. Tidak lupa, ucapan terima kasih disampaikan
kepada rekan-rekan dosen tim pengajar matakuliah Persamaan Dife-
rensial Biasa di Fakultas MIPA Universitas Jember yang telah ikut
memberikan kontribusi dalam penulisan buku ajar ini.

Persamaan Diferensial Biasa merupakan matakuliah wajib semes-
ter ketiga pada program studi Matematika Fakultas Matematika dan
Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Jember semenjak diberlakukan
Kurikulum 2017, terdiri dari 3 sks (2 sks kuliah dan 1 sks praktikum).

Buku ajar Persamaan Diferensial Biasa ini ditulis untuk diguna-
kan pada perkuliahan Persamaan Diferensial Biasa di Jurusan Mate-
matika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universi-
tas Jember, meskipun tidak menutup kemungkinan bisa dipakai pada
perkuliahan di prodi lain bahkan di luar fakultas MIPA. Penyusunan
buku ajar ini dalam rangka untuk mengefektifkan proses pembela-
jaran, apalagi di masa pandemi covid 19 yang mana hampir seluruh
perkuliahan dan praktikum dilaksanakan secara daring. Pada proses
pembelajaran di kelas secara daring, biasanya dosen menjelaskan per-
kuliahan dengan mencatat atau melalui media presentasi atau bahkan
video. Mahasiswa umumnya menyalin catatan tersebut sambil me-
nyimak dan mengikuti penjelasan dosen. Proses pembelajaran lebih
banyak mendengarkan ceramah dari dosen.

Fungsi dari buku ajar ini, untuk dosen digunakan dalam menje-
laskan materi kuliah, sedangkan untuk mahasiswa sebagai pengganti
catatan kuliah. Oleh karena itu waktu pembelajaran di kelas dapat
digunakan lebih efektif untuk caramah dan diskusi. Pada buku ajar
ini, diberikan banyak contoh (teladan) soal yang telah diberikan pe-
nyelesaiannya. Harapannya soal-soal yang diberikan di tiap akhir bab
dapat diselesaikan oleh mahasiswa sebagai alat ukur keberhasilan me-
mahami materi, begitu juga bahan diskusi yang sudah diberikan di
tiap bab.

Buku ajar ini dalam penyusunannya didasarkan pada beberapa bu-
ku teks mutahir yang digunakan seperti dituliskan dalam Bibliografi
(Daftar Pustaka). Semoga buku ajar ini dapat berguna untuk me-
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ningkatkan kualitas pembelajaran matakuliah Persamaan Diferensial
Biasa, terlebih khusus di Jurusan Matematika Fakultas Matematika
dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Jember.

Jember, November 2020
Penulis



Daftar Isi

Kata Pengantar

Prakata

Daftar Isi

Daftar Gambar

Daftar Tabel

1

2

Konsep Dasar Persamaan Diferensial Biasa
1.1 Klasifikasi Persamaan Diferensial . . . . . . .. ... ..
1.1.1 Orde Persamaan Diferensial . . . . . . ... ...
1.1.2 Persamaan Diferensial Linear dan Nonlinear . . .
1.1.3 Persamaan Diferensial Linear Homogen dan Non-
homogen . . ... ... ... ... ...
1.2 Sistem Persamaan Diferensial . . . . . . ... ... ...
1.3 Penyelesaian Persamaan Diferensial . . . . . . . . .. ..
1.4 Rangkuman . . .. .. ... ... 0.
1.5 Bahan Diskusi . . . .. ... ... ... ... ......
1.6 Rujukan/Daftar Pustaka . . . . .. ... ... ... ...
1.7 Soal-soal Latihan . . . . . .. .. ... ... .......

Persamaan Diferensial Orde Satu dan Aplikasinya

2.1 Persamaan Diferensial Linear Orde Satu . . . . . . . ..
2.2 Persamaan Diferensial Peubah Terpisah (Separabel)

2.3 Persamaan Diferensial Eksak . . . . ... .. ... ...
2.4 Persamaan Diferensial Noneksak dan Faktor Integrasi
2.5 Persamaan Diferensial Bernoulli. . . . . .. . ... ...
2.6 Persamaan Diferensial Euler . . . . . . . ... ... ...

vii

iii



viii DAFTAR ISIT

2.7 Masalah Nilai Awal . . . .. ... .. ... ........ 36
2.8 Aplikasi Persamaan Diferensial Orde Satu . . . . . . .. 38
2.9 Rangkuman . . .. .. .. ... ... . 41
2.10 Bahan Diskusi . . . . .. ... ... ... ... ..., 42
2.11 Rujukan/Daftar Pustaka . . . . . . ... ... ... ... 42
2.12 Soal-soal Latihan . . . . . . ... . ... ... ...... 43
3 Persamaan Diferensial Orde Dua dan Aplikasinya 47
3.1 Persamaan Diferensial Linear Orde Dua . . . . . .. .. 48

3.2 Persamaan Linear Homogen dengan Koefisien Konstan . 49
3.3 Persamaan Linear Orde Dua Nonhomogen dengan Ko-

efisien Konstan . . . . . ... ... ... ... ...... 53

3.4 Aplikasi Persamaan Diferensial Orde Dua . . . . . . .. 61
3.5 Rangkuman . . .. ... ... ... . .00 0. 65
3.6 Bahan Diskusi . ... ... .. ... ........... 66
3.7 Rujukan/Daftar Pustaka . . . . . . ... ... ... ... 66
3.8 Soal-soal Latihan . . . . ... ... ... ........ 67

4 Persamaan Diferensial Linear Orde Lebih dari Dua 69

4.1 Persamaan Linear Homogen dengan Koefisien Konstan . 70
4.2 Persamaan Linear Orde Tinggi Nonhomogen dengan

Koefisien Konstan . . . . ... .. ... ... ...... 73
4.3 Rangkuman . . .. ... ... ... 0oL 76
44 Bahan Diskusi . . . ... ... ... o 78
4.5 Rujukan/Daftar Pustaka . . . . . . ... ... ... ... 78
4.6 Soal-soal Latihan . . . . . .. ... ... ... ...... 79

5 Penyelesaian Persamaan Diferensial dengan Operator

D 81
5.1 Pengertian Operator Diferensial dan Sifat-sifatnya . . . 82
5.2 Kernel Operator D . . . . . . .. ... ... .. ..... 87
5.3 Invers Operator D . . . .. ... ... .. ........ 89
5.4 Penyelesaian Persamaan Diferensial

Linear Nonhomogen dengan Koefisien Konstan . . . . . 92
5.5 Rangkuman . . .. .. .. ... ... 0L 107
5.6 Bahan Diskusi . .. ... ... ... ... 0. 109
5.7 Rujukan/Daftar Pustaka . . . . . . ... ... ... ... 109

5.8 Soal-soal Latthan . . . . . . . . . . .. ... .. ..... 109



DAFTAR ISI ix

6 Penyelesaian Masalah Nilai Awal dengan Transformasi

Laplace 111
6.1 Transformasi Laplace . . . . . . . ... ... ....... 112
6.2 Sifat-sifat Transformasi Laplace . . . . . . . . ... ... 114
6.3 Transformasi Laplace Invers . . . . . .. ... ... ... 117
6.4 Penyelesaian Masalah Nilai Awal dengan Transformasi
Laplace . . . . .. ... 119
6.5 Rangkuman . .. ... .. .. ... ... .. 121
6.6 Bahan Diskusi . ... ... ... ... .......... 122
6.7 Rujukan/Daftar Pustaka . . . . . . ... ... ... ... 123
6.8 Soal-soal Latihan . . . . . ... ... ........... 123
7 Sistem Persamaan Diferensial Linear Orde Satu 125
7.1 Sistem Persamaan Linear Homogen dengan Koefisien
Konstan . . . . ... .. .. ... 127
7.2 Sistem Persamaan Linear Nonhomogen
dengan Koefisien Konstan . . . . . . ... ... .. ... 132
7.3 Rangkuman . ... .. .. ... o L. 136
7.4 Bahan Diskusi . . .. .. .. ... .. ... 0. 137
7.5 Rujukan/Daftar Pustaka . . . . . . ... ... ... ... 137
7.6 Soal-soal Latihan . . . . . .. .. ... ... ....... 137
8 Kestabilan Sistem Persamaan Diferensial 139
8.1 Linearisasi Sistem Persamaan Diferensial Nonlinear . . . 140
8.2 Kestabilan Sistem Persamaan Diferensial . . . . . . . .. 143
8.3 Rangkuman . . . ... ... ... ... 0. 146
84 Bahan Diskusi . ... ... ... ... ... ....... 147
8.5 Rujukan/Daftar Pustaka . . . . . . ... ... ... ... 148
8.6 Soal-soal Latihan . . . . . . ... ... ... ....... 148
Daftar Pustaka/Bibliografi 150
Glosarium 153
Indeks 155

Biografi 157



DAFTAR ISIT




Daftar Gambar

1.1

2.1
2.2

3.1

3.2
3.3
3.4
3.5
3.6

6.1

8.1

8.2

8.3

Bandul matematis . . . .. ... ... ... ...

Grafik y = ce?” — 3/2, untuk beberapa nilaic . . . . . .
Grafik penyelesaian 3’ — ¥ = ™%, dengan y(0) = 7/3 . .

Grafik penyelesaian masalah nilai awal y” + 2y +y =

0,y0)=1,4(0)=-=3 . . .. ... ... ...
Grafik solusi y” + 4y = = + 2737, y(0) = 1,7/(0) = —1 .
Tlustrasi permasalahan pada soal . . . ... ... .. ..
Grafik pergerakan partikel . . . . . .. .. ..o
Grafik pergerakan partikel dengan peredaman . . . . . .
Grafik (a) muatan listrik, dan (b) arus listrik . . . . . .

Rangkaian listrik soal nomor 14 . . . . . . . .. ... ..

Bidang fasa x; vs t kasus nilai-nilai karakteristik ber-
tanda negatif . . .. . ... oL oL oL
Bidang fasa x; vs t kasus nilai-nilai karakteristik berbe-
datanda . . . . .. . ...
Bidang fasa z1 vs t kasus nilai-nilai karakteristik ber-
tanda sama . . . . ... L. Lo

X1



xii DAFTAR GAMBAR




Daftar Tabel

1.1 Persamaan diferensial biasa dengan nama-nama khusus 3

1.2 Persamaan diferensial parsial dengan nama-nama khusus 4

1.3 Beberapa contoh persamaan diferensial linear dan non-
linear . . . . . . . . .. e 6

6.1 Tabel Transformasi Laplace Fungsi-fungsi Khusus . . . . 113

8.1 Sifat-sifat kestabilan sistem persamaan linear . . . . . . 146

xiii



xiv DAFTAR TABEL




Bab 1

Konsep Dasar Persamaan
Diferensial Biasa

Setelah membaca dan mempelajari bab ini, kemampuan akhir yang
diharapkan secara umum adalah mahasiswa:

1. memahami konsep dasar persamaan diferensial biasa;
2. mampu berpikir kritis dan logis;

3. mempunyai kemampuan dan kreativitas dalam menyelesaikan
masalah yang relevan;

4. mempunyai kemampuan berkomunikasi melalui diskusi materi.

Sedangkan kemampuan akhir yang diharapkan secara khusus adalah
mahasiswa mampu

1. mengklasifikasi persamaan diferensial (PDB dan PDP, persama-
an diferensial orde satu dan orde tinggi, persamaan diferensial
linear dan nonlinear, dan persamaan diferensial linear homogen
dan nonhomogen);

2. menjelaskan pengertian persamaan diferensial linear dan mem-
bedakan dengan persamaan diferensial nonlinear;

3. menjelaskan pengertian penyelesaian umum, masalah nilai awal,
dan metode penyelesaian persamaan diferensial.
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1.1 Klasifikasi Persamaan Diferensial

Untuk mempelajari persamaan diferensial biasa, yang pertama
adalah perlu memahami klasifikasi persamaan diferensial. Untuk itu,
terlebih dahulu diberikan pengertian persamaan diferensial.

Persamaan diferensial adalah suatu bentuk persamaan yang
memuat turunan (derivatif) satu atau lebih peubah tak bebas (pe-
ubah terikat) terhadap satu atau lebih peubah bebas suatu fungsi.
Berikut beberapa contoh persamaan diferensial

Py 5 rdy
ot y(d ) —0 (1.1)
d*zx dx
m—k?)a—élx:cost (1.2)
ov  Ov

Pu 0Pu  0%u

52 T o2 T a2
Klasifikasi persamaan diferensial tergantung pada banyaknya peubah
bebas. Jika persamaan diferensial tergantung hanya pada satu peu-
bah bebas dikatakan persamaan diferensial biasa (PDB), dan jika
bergantung pada lebih dari satu peubah bebas dikatakan persamaan
diferensial parsial (PDP). Berikut diberikan contoh masing-masing
persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial.

Persamaan )
*y(t) . dy(t)
a2 +sint 7
merupakan persamaan diferensial biasa dengan satu peubah tak bebas
y dan satu peubah bebas ¢, sedangkan

=0 (1.4)

—2y(t) = 2 (1.5)

O*u(x,t)  Ou(w,t)
ox?2 ot

(1.6)

merupakan persamaan diferensial parsial dengan satu peubah tak be-
bas u dan dua peubah bebas x dan t.

. . d2y(t) oo 2y
Untuk selanjutnya, terkadang penuhsan cukup ditulis 75 sa

di?
ja, penulisan dd—(m) cukup ditulis 4 —w saja, dan sebagainya. Persamaan

(1.6) dapat pula dituliskan 873 = at yang dapat dipahami bahwa u



Bab 1. Konsep Dasar Persamaan Diferensial Biasa 3

adalah fungsi dari z dan t. Selain itu, terkadang penulisan % digan-
ti dengan 7/, penulisan 327@2’ diganti dengan y”, penulisan % diganti

" dan penulisan % diganti dengan y*. Sedangkan untuk

dengan y
turunan lebih tinggi dari empat, misalkan % dituliskan dengan (")
dan ini tentunya berbeda dengan y’.

Beberapa persamaan diferensial terkadang secara khusus memiliki
nama sendiri. Persamaan diferensial biasa dan parsial dengan nama-

nama khusus masing-masing diberikan pada Tabel 1.1 dan Tabel 1.2.

Tabel 1.1: Persamaan diferensial biasa dengan nama-nama khusus

No. Bentuk persamaan diferensial Nama persamaan

1. | (1— x2)%g - 2x% +p(p+ 1)y =0 | Persamaan Legendre
2. xQ% + 3:% + (22 —-p?)y=0 Persamaan Bessel

3. 327‘12/ +2y=0 Persamaan Airy

4. | Q=2 —xy +p*y=0 Persamaan Chebyshev
5 |y —2xy +2py =0 Persamaan Hermite

6. | v =p(x)y+ qlx)y™ Persamaan Bernoulli
7. | 2%y +axy +by=0 Persamaan Euler
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Tabel 1.2: Persamaan diferensial parsial dengan nama-nama khusus

No. | Bentuk pers. diferensial Nama persamaan
L |24+ 94 =0 P Laplace dimensi d
| GE g = ersamaan Laplace dimensi dua
d%u 9 8%u __ . ..
2. | 52+ o7 T oz = 0 Persamaan Laplace dimensi tiga
o %u _ .
3. | G2t 8772‘ = f(z,y) Persamaan Poisson
2 2
4. % = 62% Persamaan gelombang
2
5. % = Oz2%qj Persamaan panas

1.1.1 Orde Persamaan Diferensial

Penentuan orde dari suatu persamaan diferensial tergantung pada kan-
dungan fungsi turunan yang ada di dalam persamaan diferensial ter-
sebut. Orde persamaan diferensial adalah orde tertinggi turunan
yang muncul pada persamaan diferensial. Persamaan diferensial (1.1),
(1.4), (1.5) dan (1.6) merupakan contoh-contoh persamaan diferensial
orde dua. Sedangkan persamaan diferensial (1.2) dan (1.3) masing-
masing berorde empat dan satu.

Definisi 1.1. Persamaan diferensial biasa orde satu, atau cukup
dikatakan persamaan diferensial orde satu, adalah persamaan di-
ferensial yang berbentuk

Y (@) = f(z,y(z)). (1.7)
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Secara umum, persamaan diferensial orde n adalah persamaan
diferensial yang berbentuk

y(n)(x) = f(xa Y, ylvy//a T 7y(n_1))‘ (18)

1.1.2 Persamaan Diferensial Linear dan Nonlinear

Persamaan diferensial orde satu (1.7) dikatakan linear jika persamaan
(1.7) dapat dinyatakan dengan

Y (@) = r(x)y + s(a). (L9)

Jika tidak demikian maka persamaan diferensial dikatakan tidak li-
near atau nonlinear. Secara umum, persamaan diferensial dikatakan
linear orde n jika persamaan diferensial tersebut dapat dituliskan se-
bagai

mn m—1
an(@) 7Y 4 () Y (@) S+ aole)y = ba) (110)
dengan a,, # 0.
Persamaan diferensial biasa dikatakan nonlinear jika ia tidak linear,
yakni tidak dapat dinyatakan dalam persamaan (1.10). Salah satu con-
toh persamaan diferensial nonlinear yang sering muncul dalam fisika
adalah persamaan bandul matematis yang diberikan

d20
WqL%sinQ:O, (1.11)

dengan # menyatakan besar sudut simpangan, g gaya gravitasi bumi
dan [ panjang tali (Gambar 1.1).

mg

Gambar 1.1: Bandul matematis
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Untuk kasus 6 yang cukup kecil, nilai sin @ dapat dihampiri oleh

6, yakni sinf = 6, sehingga persamaan (1.11) dapat diganti menjadi
persamaan linear

d’0 g

— +=60=0.

dt? + l
Beberapa contoh persamaan diferensial biasa linear dan nonlinear yang
lain diberikan pada Tabel 1.3.

Tabel 1.3: Beberapa contoh persamaan diferensial linear dan non-
linear

No. Persamaan diferensial Linear /Nonlinear
2\ d%y dy — :
L | (=298 — 2052 +p(p+1)y=0 Linear
2. ‘%f + 3% —4x = cost Linear
3. 327‘12/ + 3y(% —4)y =z Nonlinear
a0 | (20) 4 3ets = Nonli
. g2 ) Toxg = onlinear
5 |y —2zy +/y=0 Nonlinear

Persamaan (1.10) dikatakan persamaan diferensial linear de-
ngan koefisien konstan jika a1 (z), as(z), - - , ap(z) semuanya konst-
an, jika tidak maka dikatakan persamaan diferensial dengan koe-
fisien peubah. Berikut beberapa contoh persamaan diferensial linear
dengan koefisien konstan dan dengan koefisien peubah:
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1. " + 5y’ — 3y = cosx merupakan persamaan diferensial linear
dengan koefisien konstan.

2. Persamaan-persamaan diferensial yang diberikan pada Tabel 1.1
(persamaan Legendre, Bessel, Airy, Chebyshev, Hermite, dan
Euler) semuanya merupakan persamaan diferensial linear dengan
koefisien peubah.

1.1.3 Persamaan Diferensial Linear Homogen dan Non-
homogen

Persamaan diferensial linear (1.10), yakni

d dn! d
=2 e au(e) 2+ ao(@)y = b(a)

dengan a,, # 0, dikatakan homogen atau tereduksi jika b(x) = 0 dan
dikatakan nonhomogen atau lengkap jika b(z) # 0. Berikut bebe-
rapa contoh persamaan diferensial linear homogen dan nonhomogen:

1. " + 5y’ — 3y = cosx merupakan persamaan diferensial linear
nonhomogen.

2. Persamaan-persamaan diferensial yang diberikan pada Tabel 1.1
(persamaan Legendre, Bessel, Airy, Chebyshev, Hermite, dan
Euler) semuanya merupakan persamaan diferensial linear homo-
gen.

1.2 Sistem Persamaan Diferensial

Sistem persamaan diferensial merupakan kumpulan dari bebera-
pa persamaan diferensial yang saling berkaitan. Berdasarkan keline-
arannya, sistem persamaan diferensial dibedakan menjadi sistem per-
samaan diferensial linear dan sistem persamaan diferensial nonlinear.
Sebagai contoh sistem persamaan diferensial

v _ T—y+2
dt y

dy

= = 3y—2
dt Y

atau dapat dinyatakan dalam bentuk matriks

-6 21613
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merupakan sistem persamaan diferensial linear orde satu. Contoh lain,
persamaan Lorenz sebagai berikut

X = o(-a+y)
at oY
W
il
o _ —bz+zx
dt Y

merupakan sistem persamaan diferensial nonlinear orde satu.

1.3 Penyelesaian Persamaan Diferensial

Penyelesaian atau solusi persamaan diferensial adalah suatu fung-
si yang memenuhi persamaan diferensial yang dimaksudkan. Sebagai
contoh, fungsi y = e® — 1 adalah penyelesaian dari persamaan dife-
rensial 4/ = y + 1. Perhatikan bahwa fungsi lain y = 3e* — 1, juga
merupakan penyelesaian dari persamaan diferensial 3/ = y + 1. Ini
artinya bahwa penyelesaian dari persamaan 3’ = y + 1 tidak tunggal.
Secara umum, penyelesaian persamaan diferensial 4’ = y + 1 adalah
y = ce® — 1 dengan ¢ konstanta sebarang.

Penyelesaian umum persamaan diferensial adalah koleksi (kelu-
arga) fungsi yang memenuhi persamaan diferensial yang dimaksudkan,
dalam hal ini penyelesaiannya masih mengandung konstanta esensi-
al. Penyelesaian khusus persamaan diferensial adalah suatu fungsi
yang memenuhi persamaan diferensial yang dimaksudkan, dalam hal
ini penyelesaiannya tidak mengandung konstanta esensial. Penyele-
saian singular adalah penyelesaian persamaan diferensial yang tidak
didapat dari hasil mensubstitusikan nilai konstanta pada penyelesaian
umumnya.

Penyelesaian persamaan diferensial linear dengan koefisien konst-
an lebih sederhana dibandingkan dengan koefisien peubah. Namun
begitu, dengan mengintegralkan kedua ruas persamaan (1.9) terhadap
peubah x, terkadang tidak menghasilkan seperti yang diharapkan. Se-
bagai contoh, untuk menyelesaikan persamaan

Yy =2y+1

dengan cara mengintegralkan kedua ruas terhadap peubah x diperoleh

/y’(x) dsz/y(a:) dz +z+ C,
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dengan C' sebarang bilangan real. Berdasarkan Teorema Dasar Kal-
kulus berakibat [y/(z)dz = y(x), sehingga didapatkan

y:2/yd:1:+x+C’.

Pengintegrasian kedua ruas persamaan tidak cukup untuk menentukan
penyelesaian y, karena masih perlu menentukan primitif dari y.

1.4 Rangkuman

1. Persamaan diferensial adalah suatu bentuk persamaan yang me-
muat turunan (derivatif) satu atau lebih peubah tak bebas (peu-
bah terikat) terhadap satu atau lebih peubah bebas suatu fungsi.

2. Klasifikasi persamaan diferensial (biasa atau parsial) tergantung
pada banyaknya peubah bebas. Jika hanya tergantung hanya
pada satu peubah bebas maka dikatakan persamaan diferensial
biasa, dan jika bergantung pada dua atau lebih peubah bebas
dikatakan persamaan diferensial parsial.

3. Orde persamaan diferensial adalah orde tertinggi turunan yang
muncul pada persamaan diferensial.

4. Persamaan diferensial berbentuk

dny dn—ly dy
anﬁ + Qn_lm + -+ (11% + apgy = b(.’[‘)
merupakan persamaan diferensial linear jika a,,, ap—1, - - , ag me-

rupakan fungsi-fungsi dari x saja (tidak mengandung y dan tu-
runannya), jika tidak maka dikatakan persamaan nonlinear.

5. Persamaan diferensial linear

dn n—1 d
an(@) T2+ ano1 (@) Tt + o+ (@) 5+ aoy = b(a)

dikatakan homogen jika b(z) = 0, dan dikatakan nonhomogen
jika b(x) # 0.

6. Sistem persamaan diferensial merupakan kumpulan dari bebera-
pa persamaan diferensial yang saling berkaitan.

7. Penyelesaian persamaan diferensial adalah suatu fungsi yang me-
menuhi persamaan diferensial.
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1.5 Bahan Diskusi

Diskusikan beberapa hal berikut

1.

1.6

1.7

Berikan satu buah contoh persamaan diferensial biasa nonlinear
orde tiga.

Berikan satu buah contoh persamaan diferensial biasa linear orde
dua nonhomogen dengan koefisien tidak konstan.

Berikan alasan mengapa persamaan diferensial

d2

d—x‘z +sin (z +y) =sinz.

bukan merupakan persamaan diferensial linear.

Rujukan/Daftar Pustaka

Boyce, W.E., R.C. DiPrima, dan D.B. Meade, 2017, Elemen-
tary Differential Equations and Boundary Value Problems, 11th
edition, John Wiley & Sons

Howell, K.B, 2019, Ordinary Differential Equations: An Intro-
duction to the Fundamentals, CRC Press

Simmons, G.F. dan S.G. Krantz, 2007, Differential Equations
Theory, Technique, and Practice. International Edition, The
McGraw-Hill Companies, Inc.

Soal-soal Latihan

. Klasifikasikan persamaan-persamaan diferensial berikut berda-

sarkan PDB atau PDP dan tentukan peubah bebas dan peubah
terikat (peubah tak bebas)



Bab 1. Konsep Dasar Persamaan Diferensial Biasa 11

No. | Pers. diferensial PDB/PDP | Peub. bebas/terikat

a. %—21‘%:0 PDB z/y

b. | y" -2y +y = cost

2u ou __

d dy _
d. d*f‘FE—Qt

0%z 9%z 0%z

2. Klasifikasikan persamaan-persamaan diferensial biasa berikut ber-
dasarkan orde dan kelinearan

No. Persamaan diferensial Orde | Linear/Nonlinear
2
a. | (1-2%)T4 —20% =0 Dua Linear

b. (t—l)%—k?)%—élﬁzcost

c. |yy' =3y =2z

d. | y® + 3zy” = 2%/2

d
e. |9 —t/y=0
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3. Klasifikasikan persamaan-persamaan diferensial biasa linear ber-
ikut berdasarkan koefisien-koefisiennya

No. | Persamaan diferensial Koef. konstan / peubah
a. | (1— wz)% — Qm% =0 Koefisien peubah

d. |zy'—1=0

d2s _ .
e. el + ts = cost

4. Klasifikasikan persamaan-persamaan diferensial biasa linear ber-
ikut berdasarkan kehomogenannya:

No. Persamaan diferensial Homogen/Nonhomogen
a. | (1— xQ)% - 23:% =0 Homogen

b. %—FB%—ZL:U—(:OS)S:O
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S.

10.

Periksa, apakah y(t) = 3t +t? merupakan penyelesaian persama-
an diferensial
ty —y= t2.

Periksa bahwa fungsi implisit y = arcsin (zy) merupakan penye-
lesaian persamaan diferensial

zy +y=y'V1-2%y

Periksa, apakah fungsi y(z) = cos2x merupakan penyelesaian
masalah nilai awal

y'+ay=0;  y(0)=1,  y(0)=0.
Diberikan persamaan diferensial
y'+y —6y=0.

Jika penyelesaian persamaan diferensial tersebut berbentuk y =
eP? tentukan nilai-nilai dari p yang memenuhi.

Tunjukkan bahwa fungsi

xX
y= er/ e at
0

merupakan penyelesaian persamaan diferensial

y = 2xy + 1.

Diberikan persamaan diferensial
Y’ — 5y +4y = 0.
Periksa bahwa

(a) fungsi y = €® dan fungsi y = €% keduanya merupakan
penyelesaian persamaan diferensial yang diberikan tersebut.
(b) fungsiy = cr1e+coet” dengan c¢; dan co konstanta-konstanta

sebarang, merupakan penyelesaian persamaan diferensial
yang diberikan tersebut.
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11. Periksa bahwa z?y = Iny + C dengan C konstanta sebarang,
merupakan penyelesaian umum persamaan diferensial
dy 22y
de (1 —z%y)
12. Untuk nilai-nilai m berapa saja sehingga fungsi y = y,, = €™

merupakan penyelesaian persamaan diferensial

2y +y" — 5y +2y =07



Bab 2

Persamaan Diferensial
Orde Satu dan Aplikasinya

Setelah membaca dan mempelajari bab ini, kemampuan akhir yang
diharapkan secara umum adalah mahasiswa:

1.
2.

3.

4.

memahami bentuk-bentuk persamaan diferensial orde satu;
mampu berpikir kritis dan logis;

mempunyai kemampuan dan kreativitas dalam menyelesaikan
masalah yang relevan;

mempunyai kemampuan berkomunikasi melalui diskusi materi.

Sedangkan kemampuan akhir yang diharapkan secara khusus adalah
mahasiswa mampu

1.

menyelesaikan persamaan diferensial orde satu baik linear mau-
pun nonlinear dalam bentuk persamaan peubah terpisah (sepa-
rabel), persamaan diferensial eksak, noneksak, maupun bentuk-
bentuk persamaan diferensial yang lain;

. mengaplikasikan persamaan diferensial orde satu pada kasus-

kasus pertumbuhan populasi, peluruhan radioaktiv, dan lain-
lain.

15
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Pada bab in akan dibahas penyelesaian persamaan diferensial, baik
yang berbentuk linear maupun nonlinear.
Persamaan diferensial orde satu dapat dinyatakan dalam bentuk

y,($) = f(xa y)a

dengan f fungsi sebarang. Atau jika dinyatakan dalam bentuk deriva-
tif adalah
M (z,y)dx + N(z,y)dy =0,

dengan M dan N fungsi-fungsi sebarang.

2.1 Persamaan Diferensial Linear Orde Satu
Bentuk umum persamaan diferensial linear orde satu adalah
Y (x) = a(x)y + b(z), (2.1)

dengan a dan b fungsi-fungsi sebarang dari . Untuk menyelesaikan
persamaan diferensial linear orde satu (2.1), terlebih dahulu diawali
dengan hal sederhana, yakni menganggap a dan b konstanta. Untuk
hal itu, diberikan teorema berikut.

Teorema 2.1. Persamaan diferensial linear
v =ay+b (2.2)

dengan a dan b konstan dan a # 0, mempunyai tak berhingga banyak
penyelesaian dalam bentuk

y(x) = Ce* — é, CeR. (2.3)

a

Bukti. Pertama pandang kasus b = 0, sehingga 3y’ = ay dengan a
sebarang bilangan real. Oleh karena itu, diperoleh

y=ay = Z=a = h(y)=a = In(y|)=ax+Co

dengan Cj € R adalah konstanta integrasi. Karena itu diperoleh

y(z) = £e5H00 = 40082 — Cea®
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dengan C' = +e%0. Ini merupakan penyelesaian persamaan diferensial
untuk kasus b = 0.

Untuk kasus b # 0 dapat dikonversi ke dalam kasus di atas, yakni
dengan cara menuliskan

Yy =ay+b=1y = a(y+b/a) = (y—i—b/a)’ = a(y—l—b/a).

Dengan menotasikan § = y + (b/a), persamaan di atas dapat ditu-
lis sebagai ¥ = ay. Dari hasil penyelesaian sebelumnya, diperoleh
penyelesaian

y(z) = Ce™

Oleh karena itu, dengan mengembalikan g, diperoleh penyelesaian
umum

b azr _ azr b
y(x)+5—Ce = y(z) = Ce =

dengan C konstanta sebarang.
Bukti selesai. O

Pada Teorema 2.1 mengatakan bahwa persamaan diferensial mem-
punyai penyelesaian yang tak berhingga banyak. Argumen yang kita
gunakan untuk membuktikan Teorema 2.1 tidak dapat digeneralisasi
dengan sederhana ke semua bentuk persamaan linear dengan koefisi-
en peubah. Namun, ada cara untuk menyelesaikan persamaan linear
dengan koefisien-koefisien peubah dengan menggunakan teknik faktor
integrasi. Untuk itu diberikan contoh berikut.

Contoh 2.2. Tentukan semua penyelesaian persamaan diferensial de-
ngan koefisien konstan
y =2y+3

Penyelesaian:
Tulis persamaan diferensial sebagai berikut

y —2y=3
Kalikan persamaan ini dengan p(x) = e~2*, diperoleh

e—QIy/ _ 26—2ry _ 36—2m o e—er/ + (e—Qr)ly _ 36—21
o (e—2my)/ — 36—2m
yang selanjutnya dengan mengintegralkan diperoleh penyelesaian
3

3
e 2y = 756_2“” +C atau y = Ce** — 3
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dengan C' konstanta sebarang. Grafik penyelesaian diberikan pada
Gambar 2.1.

304

10

~10 4

-30 4

Gambar 2.1: Grafik y = ce?® — 3/2, untuk beberapa nilai ¢

Penggunaan faktor integrasi lebih jauh akan diberikan pada subbab
2.4.

2.2 Persamaan Diferensial Peubah Terpisah (Se-
parabel)

Bentuk umum persamaan diferensial peubah terpisah atau se-
parabel dalam bentuk derivatif adalah

M (z) dz + N(y) dy = 0. (2.4)
Sebagai contoh, persamaan diferensial
y' =y, (2.5)

merupakan persamaan diferensial peubah terpisah karena persamaan
(2.5) dapat dinyatakan dalam bentuk

1
xdr — — dy =0,
Yy
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dengan menganggap y # 0. Sedangkan persamaan diferensial
y =sinz +y

bukan merupakan persamaan diferensial peubah terpisah karena tidak
dapat dinyatakan dalam bentuk persamaan (2.4).

Untuk penyelesaian persamaan diferensial peubah terpisah dalam
bentuk persamaan (2.4), cukup kedua ruas persamaan diintegralkan
secara langsung, yakni

/M(:U) dz + /N(y) dy =0,

asalkan M dan N keduanya terintegralkan (misalkan M dan N kedu-
anya fungsi kontinu).

Untuk memperjelas penyelesaian persamaan diferensial peubah terpi-
sah, diberikan contoh-contoh berikut.

Contoh 2.3. Tentukan penyelesaian persamaan diferensial
29y’ + 92 = 0.

Penyelesaian:
Persamaan diferensial di atas merupakan persamaan diferensial peu-
bah terpisah karena dapat dinyatakan sebagai

9z dx + 2y dy = 0.
Untuk mendapatkan penyelesaiannya, dengan cara berikut

9z dx + 2y dy =0

= /9:1:das+/2ydy:/0

Jadi penyelesaian persamaan diferensialnya adalah %xQ +19% =¢, de-
ngan c konstanta sebarang. O

Contoh 2.4. Tentukan penyelesaian persamaan diferensial

y =2
x
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Penyelesaian:
Persamaan diferensial ini merupakan persamaan diferensial peubah
terpisah karena dapat dinyatakan sebagai

1 1

—dx—— dy=0.

T Y

Untuk mendapatkan penyelesaiannya, dengan cara berikut

1 1
—dr——dy=20

T Yy
= / 1 dy = / 1 dx
Yy x
= Iny=Inz+c ; c1 konstanta integrasi
= Iny=Inz+Inc ;disini Inc = ¢
= Iny=In(cx) ; sifat logaritma

= y=cx

Jadi penyelesaian persamaan diferensialnya adalah y = cx, dengan ¢
konstanta sebarang, yakni penyelesaiannya merupakan koleksi semua
persamaan garis yang melalui titik asal (kecuali sumbu-y). O

Teorema 2.5. Jika h dan g keduanya fungsi kontinu, dengan h # 0,
maka

h(y)y' = g(z)
mempunyai penyelesatan y tak berhingga banyak yang memenuhi

H(y) = G(x) + ¢,

dengan H dan G berturut-turut anti turunan h dan g, dan c konstanta
sebarang.

Bukti. Integralkan kedua ruas persamaan terhadap =,

h(y)y =g(z) = /h ) dx = /g(:v) dz + c,

dengan ¢ konstanta sebarang. Karena y = y(z) berakibat dy =
y'(z)dz, dan mensubstitusikan ke persamaan di atas, diperoleh

[ro@n@ o= [rwas = [ ay= [ o) dr+e
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Selanjutnya, tulis H dan G masing-masing primitif dari » dan g

1) = [hy) o, G@) = [ gla) d.
Dengan demikian diperoleh hubungan
H(y) = G(z) +c,

yang mana ini secara implisit mendefinisikan fungsi y yang bergantung
pada .
Bukti selesai. O

Contoh 2.6. Tentukan semua penyelesaian y dari persamaan diferen-
sial

Penyelesaian:
Nyatakan persamaan diferensial dalam bentuk

(1—y*)y =a*

Karena h(y) = 1 — %2 dan g(x) = 2 keduanya fungsi kontinu, dengan
mengintegralkan kedua ruas persamaan diperoleh

/(1 _ A (@) do = /:ﬁ dt + ¢,

dengan ¢ konstanta sebarang. Ini memberikan

/(1y2) dy:/x2 dx + c,

sehingga diperoleh penyelesaian

3 n
L =" 4

VT3 T3

dengan c konstanta sebarang. O

Contoh 2.7. Tentukan penyelesaian masalah nilai awal

@+ 1)y +y°+1=0,  y(0)=2.
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Penyelesaian:
Persamaan diferensial (2 4 1)y’ + 32 + 1 = 0 merupakan persamaan
diferensial peubah terpisah karena dapat dinyatakan sebagai
dx dy
2 T3 -
z4+1 y=+1

0.

Untuk mendapatkan penyelesaian persamaan terakhir di atas, dengan
cara berikut

dx dy
=0
x2+1+y2+1

dy dx
= =0
/ y?+1 + / z2+1
= arctany + arctanx = c¢;
=  tan(arctany + arctanz) = ¢, (c=tancy)
N Tty _
1—2zy
Jadi penyelesaian umum persamaan diferensialnya adalah lm_tgyy = c,
dengan ¢ konstanta sebarang. Selanjutnya, diberikan nilai awal y(0) =
2, sehingga
0+2 _ c =c=2
1-0-2 -
Jadi penyelesaian masalah nilai awal di atas adalah
T+y 2—x
=2 at = .
1—ay atat -y 1+ 22
O

2.3 Persamaan Diferensial Eksak

Suatu persamaan dikatakan persamaan diferensial eksak jika
ia merupakan turunan total dari suatu fungsi, yang disebut fungsi
potensial. Persamaan diferensial eksak mudah untuk diintegralkan.
Penyelesaian dari persamaan diferensial ini merupakan permukaan dari
fungsi potensial. Definisi persamaan diferensial eksak secara matema-
tis diberikan sebagai berikut.

Definisi 2.8. Persamaan diferensial eksak adalah persamaan di-
ferensial yang berbentuk

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0
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dengan M dan N adalah fungsi-fungsi yang memenuhi
oM  ON
oy  Ox’
Dari definisi di atas, akan kita tunjukkan bahwa persamaan dife-

rensial peubah terpisah (separabel) merupakan persamaan diferensial
eksak melalui teorema berikut.

Teorema 2.9. Setiap persamaan diferensial peubah terpisah merupa-
kan persamaan diferensial eksak.

Bukti. Diberikan sebarang persamaan diferensial peubah terpisah yang
berbentuk M (z)dx + N(y)dy = 0. Akibatnya diperoleh

oM ON
— =0 d — =0.
oy M o
Jadi
oM _ N
oy Oz’
yang menunjukkan ini sebagai persamaan diferensial eksak. O

Persamaan diferensial eksak dapat ditulis ulang sebagai turunan
total suatu fungsi, yang disebut fungsi potensial. Penyelesaian persa-
maan diferensial eksak diberikan dalam teorema berikut.

Teorema 2.10. Jika persamaan diferensial
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

merupakan persamaan diferensial eksak, maka ia dapat dinyatakan se-
bagai

dip
- -0
dx (:U7 y) Y
dengan ¢ disebut fungsi potensial dan memenuhi
oY oY
3y dan o

Oleh karena itu, penyelesaian persamaan diferensial eksak yang dibe-
rikan dalam bentuk implisit adalah

Y(z,y) =c, ceR.
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Contoh 2.11. Tentukan semua penyelesaian persamaan diferensial
2xyy’ + 2z + y2 =0

Penyelesaian:
Di sini tahap awal untuk menyelesaiakannya adalah memeriksa apakah
persamaan diferensial tersebut eksak atau bukan.
Ambil
N(z,y) = 2zy dan M(z,y) = 2z + 2.
Oleh karena itu, diperoleh
ON oM
— = — =2y.
Oz oy
Karena 0, N = 0,M, hal ini menunjukkan persamaan diferensial ek-

sak. Berdasarkan Teorema 2.10, terdapat fungsi potensial ¢ yang me-
menuhi persamaan

2y dan

oy

3, =N (2.6)
dan

?;i = M(z,y). (2.7)

Dengan mengintegralkan persamaan (2.6)terhadap y, diperoleh

bla,y) = / N(zy) dy = 2y + g(a)

dengan g(z) fungsi sebarang yang tergantung pada x.
Selanjutnya turunkan fungsi ¢ terhadap = dan substitusikan ke persa-
maan (2.7), diperoleh

V49 () = 0p(z,y) = M(z,y) =22 +y> = ¢(z) =2z

Integralkan persamaan terakhir di atas terhadap x, diperoleh

g(x) = 2°.

Dengan demikian diperoleh persamaan potensial
P(w,y) = ay? + 2

Dengan menggunakan Teorema 2.10, diperoleh penyelesaian dalam
bentuk implisit
xy2 + a2 = c,

dengan c konstanta sebarang. O
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2.4 Persamaan Diferensial Noneksak dan Fak-
tor Integrasi

Terkadang persamaan diferensial noneksak dapat ditulis ulang se-
bagai persamaan diferensial eksak. Salah satu caranya adalah meng-
alikan persamaan diferensial dengan fungsi yang sesuai. Jika hasil
persamaan barunya merupakan persamaan diferensial eksak, fungsi
perkaliannya disebut faktor integrasi.

Definisi 2.12. Persamaan diferensial semieksak adalah persama-
an diferensial noneksak yang dapat ditransformasi ke dalam persamaan
diferensial eksak setelah dikalikan dengan faktor integrasi.

Sebagai kejelasannya untuk mengetahui suatu persamaan diferen-
sial semieksak, diberikan contoh berikut.

Contoh 2.13. Persamaan diferensial linear berbentuk y' = a(x)y +
b(x) merupakan persamaan diferensial semieksak.

Penyelesaian:
Pertama akan ditunjukkan persamaan diferensial noneksak.
Persamaan diferensial ditulis ulang menjadi

y —ay—b=0.
Diambil
N(z,y)=1 dan M(z,y) = —a(z)y — b(x)
sehingga diperoleh
Oz N(z,y) =1 dan OyM (z,y) = —a(x).

Oleh karena itu
8zN(l’, y) 7é ayM(x7 y)
Ini menunjukkan persamaan diferensial noneksak.
Selanjutnya, untuk menunjukkan persamaan diferensial semieksak ada-

lah dengan mengalikan persamaan diferensial dengan suatu fungsi, ka-
takan p, yang bergantung pada x

p(x)y" — p(x)a(z)y — p(z)b(z) = 0.
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Perhatikan persamaan terakhir di atas, jika diambil N = y dan M =
—apy — pb, maka persamaan diferensial tersebut berbentuk

Mdx + Ndy = 0,

yang merupakan persamaan diferensial eksak. Oleh karena itu, per-
samaan diferensial pada permasalahan di atas merupakan persamaan
diferensial semieksak. O

Teorema 2.14. Diberikan persamaan diferensial noneksak
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0.

Jika didefinisikan fungsi

_ 9,M —9,N

h
N

yang hanya bergantung pada x tetapi tidak bergantung pada y, maka
persamaan diferensial

e Mdx+ e Ndy =0
dengan H anti turunan h, merupakan persamaan diferensial eksak.
Bukti. Diberikan persamaan diferensial
e Mdx+ e Ndy =0
Ambil
N(z,y)=€fIN dan M =" M.
Oleh karena itu, diperoleh

0, N — eH(ayM]; Os N

) = 0,1
Ini membuktikan persamaan e Mdx + e Ndy = 0 merupakan persa-
maan diferensial eksak. O

Dalam Teorema 2.14, faktor integrasinya adalah fungsi u(z) =
ef(@) dan sebarang faktor integrasi u merupakan penyelesaian dari
persamaan diferensial
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Contoh 2.15. Tentukan semua penyelesaian y dari persamaan dife-
rensial
(2 + zy)y + Bry + %) = 0.

Penyelesaian:
Ambil

N(z,y) = z° + zy dan M(z,y) = 3zy + y*.
Dengan demikian, diperoleh
0, N =2z + , dan OyM = 3z + 2y.

Karena 0,N # 0,M, ini menunjukkan persamaan diferensial nonek-
sak.
Definisikan fungsi h

IyM (z,y) — 9:N(z,y)
N(z,y)
(3x +2y) — 2z +y)
2+ xy
(z+y)
z(x +y)

h

8|

Di sini, fungsi h tidak bergantung pada y dan hanya bergantung pa-
da x saja. Ini mengakibatkan persamaan diferensial noneksak dapat
ditransformasikan ke dalam persamaan diferensial eksak. Selanjutnya
kalikan persamaan diferensial di atas dengan fungsi p yang memenuhi
p'(x) = h(z)u(x). Dengan demikian

akibatnya diperoleh p(z) = x + ¢. Pilih ¢ = 0, sehingga didapatkan

pu(x) = x.

Kalikan persamaan diferensial semula dengan faktor integrasi u, dipe-
roleh
(2% 4 2%y)dy + 32y + 2y?)dz = 0.
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Ambil
N(z,y) =2 +2%  dan  M(z,y) = 3’y + 2¢?,

sehingga didapatkan kondisi 9, N = 9, M.
Untuk mendapatkan fungsi potensial 1, seperti cara sebelumnya (se-
bagai latihan), diperoleh

1
ZZ)(%?J) = x3y + 53323/2 + g(fl’),

dengan g(x) fungsi sebarang. Dengan cara sebelumnya juga (sebagai
latihan), diperoleh ¢'(z) = 0. Jadi g(z) = ¢;. Dengan demikian
diperoleh fungsi potensialnya adalah

1
V(@ y) =’y + 5oty +e,
dengan c; konstanta sebarang. Penyelesaian akhir y yang memenuhi
persamaan diferensial adalah
L 59

x3y+§w y° =,

dengan c¢ konstanta sebarang. O

Sesungguhnya, faktor integrasi tidak harus merupakan fungsi dari
T saja, bisa fungsi dari y saja, atau x dan y. Untuk hal itu perhatikan
berikut ini.
Bentuk umum persamaan diferensial orde satu (bentuk derivatif):

M(x,y) de + N(z,y) dy = 0. (2.8)
Jika
oM  ON
—_— = = persamaan eksak
oy Oz
dan jika
oM | ON
—F — = persamaan noneksak
dy ox
Jika persamaan (2.8) noneksak, akan ditentukan p(x,y) sehingga
p(z,y)M(x,y) dz + p(z,y)N(z,y) dy =0 (2.9)

merupakan persamaan diferensial eksak. Untuk menentukan faktor
integrasi p adalah
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a. Jika
1 (8M ON

N Ty_@>:f(x)

maka faktor integrasinya

p(z) = el 7@z,

b. Jika

1 <6M 8]\7) — o)

N\oy ay
maka faktor integrasinya

c. Jika
1 (8M ON

¥ oy ~ ) =@

maka faktor integrasinya p(x,y) yang memenuhi

Contoh 2.16. Diberikan persamaan diferensial

r_Y_ =
y-5=e.

a. Tentukan faktor integrasi persamaan diferensial
b. Tentukan penyelesaian persamaan diferensial
c. Sketsakan grafik penyelesaian dengan y(0) = 7/3

Penyelesaian:

a. Faktor integrasi
Persamaan diferensial dapat diubah menjadi

(e™* +y/2)dx — dy = 0.

Diperoleh
oM 1
M = _“T 2) = — ==
Ty > Go=;
N
N = -1 9 0

or
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Karena oM oN
9y —or _1/2-0 1

N -1 2’
dipilih faktor integrasinya

Ml(w) _ ef71/2dm — /2 atau M?(y) _ ef 1/2dy _ y/2

. Kalikan kedua ruas persamaan diferensial dengan faktor integra-

si, misal diambil p1, diperoleh
e e 4 y/2)dx — e~ ?dy = 0,

yang mana merupakan persamaan diferensial eksak.
Fungsi potensial 1, diperoleh

b(zy) = / 1 Ndy + g(a)
= /—e‘m/Qdwag(:v)

= —ye "+ g(x)
Turunan v terhadap x, diperoleh

A

y —xz/2
ox 2 ¢

t+(x) = e 4 5

sehingga
2
g’(a:) — e 3w/2 - g(z) = _gefSa:/Z o)

Jadi 5
U(w,y) = —ye 2 = 2T+ O

dengan penyelesaian persamaan diferensial
ye—:c/Z _ _§6—3x/2 +C

atau 9
Y= —ge_x + Ce®/2,

. Grafik penyelesaian untuk nilai y(0) = 7/3 diberikan pada Gam-

bar 2.2.
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Gambar 2.2: Grafik penyelesaian y' — 4 = e™*, dengan y(0) = 7/3

2.5 Persamaan Diferensial Bernoulli

Pada tahun 1696, Jacob Bernoulli menyelesaiakan persamaan di-
ferensial nonlinear orde satu yang selanjutnya persamaan tersebut di-
sebut dengan persamaan diferensial Bernoulli.

Definisi 2.17. Persamaan diferensial Bernoulli adalah persamaan
yang berbentuk

Y = p(x)y + q(x)y",

dengan p dan q fungsi-fungsi yang diberikan dan n sebarang bilangan
real.

Jika diperhatikan, untuk kasus n # 0 dan n # 1, persamaan di-
ferensial Bernoulli berbentuk persamaan diferensial nonlinear. Untuk
kasus n = 2, diperoleh persamaan logistik. Persamaan diferensial
Bernoulli ini bukanlah persamaan Bernoulli yang biasa dijumpai da-
lam mekanika fluida. Persamaan diferensial Bernoulli merupakan per-
samaan diferensial nonlinear yang dapat ditransformasikan ke dalam
persamaan diferensial linear.

Teorema 2.18. Fungsiy merupakan penyelesaian persamaan diferen-
stal Bernoulli

v =p)y+ql@)y”, n#l
jika dan hanya jika fungsi v = 1/y("_1) merupakan penyelesaian per-
samaan diferensial linear

v'=—(n—1p(x)v - (n - 1)g(z).
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Bukti. Bagi kedua ruas persamaan diferensial Bernoulli dengan y”,
diperoleh

57 - ;’f”)l +q(2). (2.10)

Misalkan v = y~ (=1, diperoleh

o = DY — (1" _ ' (z) _ y'(z)
ly ] (n—1y "y = =1~ @)

Substitusikan hasil ini ke persamaan (2.10), diperoleh

,U/

(n—1)
Bukti selesai. O

=px)v+q(x) = v =—(n-1)pE)v—(n-1)qx).

Contoh 2.19. Tentukan penyelesaian tidak nol persamaan diferensial
v =y+2y.

Penyelesaian:
Ini merupakan persamaan diferensial Bernoulli dengan n = 5. Dengan
membagi persamaan diferensial dengan v°, diperoleh

/
Y 1
E = E + 2. (2.11)
Misalkan v = 1/y*, diperoleh v' = —4(y//y®), dan substitusikan ke

persamaan (2.11) diperoleh

/

—Uzzv+2 = V=—4-8 = v +4+4v=-8.

Persamaan terakhir di atas merupakan persamaan diferensial linear
atas fungsi v. Dengan menggunakan metode faktor integrasi dengan
mengambil p(z) = e**, maka

8
(e¥0) = —8et* = My = —16496 +c.

Dari persamaan tersebut, diperoleh v = ce™** — 2. Karena v = 1/y*,
diperoleh 1/ y? = ce™*® — 2. Dengan demikian diperoleh
1

y(.’L’) ==+ (66_41: - 2)1/47

dengan c konstanta sebarang. O
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2.6 Persamaan Diferensial Euler

Definisi 2.20. Persamaan diferensial Euler adalah persamaan di-
ferensial homogen yang berbentuk

dengan F fungsi sebarang.

Seringkali persamaan diferensial homogen Euler berasal dari per-
samaan diferensial yang berbentuk Ny’ + M = 0 di mana N dan M
keduanya fungsi homogen dengan derajat yang sama.

Teorema 2.21. Jika N dan M keduanya fungsi homogen terhadap
peubah x dan y dan keduanya berderajat sama, maka persamaan dife-
rensial

N(z,y)y'(z) + M(z,y) =0
merupakan persamaan diferensial Euler.

Bukti. Nyatakan persamaan dalam bentuk

/ M(l’,y)
)= —— 1,
=" N
Misalkan f(z,y) = —]\]\/,[((;”5)), maka
M(cz,c "M (x, M(z,
flez,cy) = — ez, o) _ @) _ M y):f(gg7y),

N(cx,cy) _C”N(:B,y) ~ N(z,y)

Selanjutnya akan ditentukan fungsi F' sedemikian sehingga persamaan
diferensial dapat dinyatakan sebagai y' = F(y/x).
Karena M dan N berderajat n, kalikan persamaan diferensial dengan
(1/z)™/(1/x)™, sehingga diperoleh

M(z,y) (1/x)" _ M((x/x), (y/x)) M1, (y/z))

y(z) = " N(z,y) (1/z)» ~  N((z/x),(y/z)) N, (y/z))

dimana

Bukti telah selesai. O
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Contoh 2.22. Tunjukkan bahwa persamaan

y2

(x—y)y'—Qy—i—Sx—i—;zO

merupakan persamaan diferensial Euler.

Penyelesatan:
Nyatakan persamaan dalam bentuk

o)
y =
(z —y)
Untuk itu didapatkan fungsi f yang diberikan sebagai

2
<2y — 3z — %)
(z —y)
Karena pembilang dan penyebut berderajat sama, yakni berderajat
satu, maka

f(l',y) =

<2cy —3cx — Cif) c<2y —3x — ‘%)
Fleaen) =SS =SS ()

Selanjutnya akan dituliskan persamaan dalam bentuk y' = F(y/z).
Karena pembilang dan penyebut berderajat satu, kalikan persamaan
dengan (1/x)!/(1/x)!, sehingga diperoleh

(2w =30 —5) () (/) —3-(2?)
y' = = = F(y/x).
(x-y)  (1/z) (1-(y/x))
Jadi, persamaan diferensial dalam masalah di atas merupakan persa-
maan diferensial Euler. O

Berikutnya dibahas penyelesaian persamaan diferensial Euler me-
lalui teorema berikut.

Teorema 2.23. Persamaan diferensial Euler
s
x

untuk fungsi y menentukan persamaan peubah terpisah v = y/x yang
diberikan oleh
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Bukti. Misalkan v = y/z, substitusikan ke persamaan diferensial di-
peroleh
y = F(v).

Dengan menggantikan 3 dalam suku-suku v, diperoleh
y(z) = 2v(x) = Y (x) = v(z) + 2/ ().
Oleh karena itu

Fw)—w v’ 1

v+av =F) = v’:L = ==

x (F(v)—v) =
Persamaan terakhir paling kanan menyatakan persamaan diferensial
peubah terpisah, ini membuktikan teorema. O

Contoh 2.24. Tentukan semua penyelesaian y yang memenuhi per-
samaan

J = 2 + 3y?
2ty
Penyelesaian:
Karena
2,42 2,2 2042 2 2 2
c“t® + 3cy c“(t° + 3y t° + 3y
flet,ey) = S S ~ f(t.y).

2c2ty o 2(2ty) 2ty

ini menunjukkan bahwa persamaan merupakan persamaan diferensial
Euler. Karena pembilang dan penyebut berderajat dua, kalikan ruas
kanan dengan (1/t?)/(1/t?), sehingga

o a3 1430/
(2ty)(1/1%) 2(y/t)
Nyatakan y/t = v, sehingga diperoleh
, 1+ 302
YT T
Karena y = tv, maka y' = v + tv’, yang berakibat
1+ 3v? 1+ 3v? 1+ v?
v+t = v = tv = v —v = +U.
2v 2v 2v

Oleh karena itu diperoleh persamaan diferensial peubah terpisah

( 2v ),_1
112/~ ¢
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Integralkan hasil persamaan di atas

2 1
/1+vv2 U/dt:/t dt+c¢; = In(14+v?)=Int+1Inc

= (1+0%) =cot
= 1+(y/t)2202t.

Oleh karena itu diperoleh penyelesaian
y(t) = £tvet — 1

dengan c¢ konstanta sebarang. O

2.7 Masalah Nilai Awal

Di dalam fisika, terkadang kita tidak tertarik pada semua penye-
lesaian persamaan diferensial, tetapi hanya penyelesaian yang meme-
nuhi syarat tambahan tertentu. Misalnya, dalam kasus hukum gerak
kedua Newton untuk partikel berupa titik, kita tertarik hanya pada
penyelesaian gerak partikel yang pada awal waktu diketahui posisi-
nya. Kondisi seperti itu disebut syarat awal atau kondisi awal,
dan ini merupakan himpunan bagian penyelesaian persamaan diferen-
sial. Masalah nilai awal berarti menemukan penyelesaian persamaan
diferensial yang memenuhi syarat awal.

Definisi 2.25. Masalah nilai awal adalah mencari penyelesaian un-
tuk y dari persamaan diferensial

Yy =ay+b (2.12)
yang memenuhi syarat awal

y(to) = wo (2.13)
dengan a,b,ty, dan yo konstanta-konstanta.

Persamaan (2.13) merupakan syarat awal masalah. Meskipun per-
samaan diferensial (2.12) memiliki tak berhingga banyak penyelesaian,
namun masalah nilai awal mempunyai penyelesaian tunggal.
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Teorema 2.26. Diberikan konstanta-konstanta a, b, tg, yo, dengan a #
0, masalah nilai awal

y' =ay+b; ylto) =yo (2.14)
mempunyai penyelesatan tunggal
b b
y(t) = (yo+ = )eolt=0) — 2.
a a

Bukti. Penyelesaian umum dari persamaan diferensial di (2.14) adalah
seperti yang sudah diberikan dalam persamaan sebelumnya, yakni

dengan ¢ konstanta yang akan ditentukan. Kondisi awal menentukan
nilai konstanta c, sebagai berikut

b b
yo=ylto) =ce” —~ & c= (yo + *)e_ato
a a

Substitusikan hasil ini untuk konstanta ¢ ke dalam persamaan diferen-
sial, diperoleh
b b
y(t) = (yo+ = )eolt=t0) - 2.
a

a
Bukti selesal. O

Contoh 2.27. Tentukan penyelesaian tunggal dari masalah nilai awal

Yy =2y+3, y(0) = 1. (2.15)
Penyelesaian:
Penyelesaian umum dari persamaan diferensial yang diberikan adalah
3
P
y(t) = ce”™ — 3

dengan ¢ adalah konstanta sembarang. Syarat awal dalam persamaan
(2.15) menentukan c,

3
1 = = - - = —.
y(0) =c¢ 5 & c=3

Dengan demikian, penyelesaian tunggal dari masalah nilai awal di atas

adalah . 5
t)=—e?— =,
y(t) =5e” =5
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Contoh 2.28. Temukan penyelesaian y untuk masalah nilai awal
y = -3y +1, y(0) = 1.

Penyelesaian:

Tuliskan persamaan diferensial sebagai 3’ 4+ 3y = 1, dan kalikan persa-
maan dengan faktor integrasi u = €3, yang akan mengubah ruas kiri
di atas menjadi turunan total,

t

631&y/ + 3€3ty — 63 o e3ty/ + (egt)ly — e3t

Karenanya, diperoleh
(€3ty)/ — 63t.

Eksponensial e3* adalah faktor integrasi. Integralkan kedua ruas per-
samaan di atas, diperoleh

1
3t 3t
e = —€ C.
Y 3 +

Jadi penyelesaian persamaan diferensial di atas diberikan oleh

1

y(t) = ce™ + 2
3

dengan c sebarang bilangan real.

Dengan memasukkan syarat awal y(0) = 2 menjadikan hanya ada satu

penyelesaian, yakni

t) == —
y(t) 5¢ T3

O]

2.8 Aplikasi Persamaan Diferensial Orde Satu

Beberapa contoh aplikasi persamaan diferensial orde satu yang sering
muncul dalam kehidupan sehari-hari, diberikan dalam contoh-contoh
berikut.

Contoh 2.29. Peluruhan radioaktif Radioaktif isotop Thorium-
234 meluruh sebanding dengan jumlah isotopnya. Jika 100 mg dari
material meluruh menjadi 82,04 mg dalam waktu satu minggu,

a. nyatakan jumlah material Thorium-234 pada saat tertentu;
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b. tentukan waktu paruh isotop tersebut (Waktu paruh adalah waktu
yang digunakan oleh radioaktif untuk meluruh menjadi separuh-

nya,).

Penyelesaian :
Untuk menyelesaian permasalahan ini, pertama misalkan Q(t) me-
nyatakan jumlah Thorium-234 (dalam mg) pada saat waktu ¢, dan r
menyatakan waktu paruh radioaktif Thorium-234.
Selanjutnya, berdasarkan permasalahan pada contoh, diperoleh masa-
lah nilai awal

aQ

— =— = 100.
o rQ,  Q(0) =100
Untuk menyelesaikan masalah nilai awal ini
dq
o -
dqQ /
= — = [ —rdt
/%
= n@Q=—-rt+c;
= Q) =e T = Ce

Dengan kondisi Q(0) = 100, berakibat C' = 100, sehingga diperoleh
Q(t) = 100~

Untuk menentukan waktu paruh, karena dalam waktu satu minggu
(7 hari) isotop Thorium-234 meluruh menjadi 82,04 mg yang berarti
Q(7) = 82,04, ini memberikan

82,04 = 100e™"" = r = 0,02828.

Misalkan A menyatakan waktu paruh radioaktif Thorium-234. Karena
waktu paruh adalah waktu yang digunakan meluruh menjadi separuh-
nya, hal ini diperoleh hubungan

50 = 100e~" atau  rA=1In2.

Oleh karena itu, diperoleh

)\_ln2_ In2
r0,02828

/24, 5.

Jadi waktu paruh radio aktif Thorium-234 adalah 24,5 hari. O



40 Bab 2. Persamaan Diferensial Orde Satu dan Aplikasinya

Contoh 2.30. Pertumbuhan populasi Pertumbuhan populasi A
memenuhi persamaan diferensial

ot = 100"(1~ 1)

dengan y(t) menyatakan jumlah populasi A pada saat t (dalam tahun).
Jika pada tahun 2020 diketahui jumlah populasi A sebanyak 100.000,
tentukan

a. Jumlah populasi A pada tahun 2040
b. Bilamana jumlah populasi A menjadi 200.000
Penyelesaian:

a. Untuk menentukan y(t) adalah dengan cara merubah persamaan
diferensial menjadi persamaan peubah terpisah

1
1 1
m?J(l - W?J)

Integralkan kedua ruas

dy = dt

1
; ; dy = /dt
Tooy<1—ﬁy)

100/(;4—1061_y)dy - /dt

100(lny —In(1-10"%)) = t+ae
Y
n—> = —
"1 106y 100
Y _ ,t/100
1—10-%y e
cet/100
y =

1 + 10~ 6cet/100

Jika tahun 2020 jumlah populasi 100.000 maka bisa dikatakan
y(2020) = 100.000 sehingga dengan mensubstitusikan ini ke hasil
persamaan terakhir di atas, diperoleh

106

- Qelb52
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2.9

sehingga
(1) = 109
Y = 1 9el52 — /100

Jumlah populasi pada tahun 2040 diperkirakan mencapai

(2.16)

109
1 + 9el52 — 2040/100
= 119.495

y(2040) =

Jumlah populasi menjadi 200.000, ini berarti y(¢) = 200.000. De-
ngan mensubstitusikan ke persamaan (2.16) diperoleh ¢ = 2081.
Jadi jumlah populasi A menjadi 200.000 ketika tahun 2081. [J

Rangkuman

. Bentuk umum persamaan diferensial peubah terpisah (separa-

bel) adalah
M (z) dz + N(y) dy =0,

dengan penyelesaian

/M(x) dw+/N(y) dy = C,

dengan C konstanta sebarang.

. Persamaan diferensial eksak adalah persamaan diferensial yang

berbentuk
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

dengan M dan N adalah fungsi-fungsi yang memenuhi

Persamaan diferensial noneksak adalah persamaan diferensial
yang berbentuk

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0
dengan N dan M adalah fungsi-fungsi yang memenuhi

axN(x’y) 7é ayM(fE,y)
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4. Persamaan diferensial noneksak
M(z,y) dz + N(z,y) dy =0
mempunyai faktor integrasi u(z,y) sehingga persamaan

;,L((L‘,y)M(.T,y) dx + N(xa y)N(‘Tvy) dy =0

merupakan persamaan diferensial eksak.

2.10 Bahan Diskusi

Diskusikan dengan teman-teman Anda beberapa permasalahan beri-
kut

1. Diberikan persamaan diferensial
y// _ 22 y/ —0.

Dengan memisalkan 3’ = p, reduksikan persamaan diferensial
di atas menjadi orde satu, lalu selesaikan dengan metode pemi-
sah peubah. Kemudian dengan mensubstitusi kembali, tentukan
penyelesaian persamaan diferensialnya.

2. Gunakan seperti nomor 1, untuk menyelesaikan persamaan dife-
rensial

y"-y':z—l—x2.
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3 Simmons, G.F. dan S.G. Krantz, 2007, Differential Equations
Theory, Technique, and Practice. International Edition, The
McGraw-Hill Companies, Inc.
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2.12 Soal-soal Latihan

1. Tentukan persamaan diferensial berbentuk ' = f(y) yang ter-
penuhi oleh fungsi
eSx

| w

y=3
2. Tentukan konstanta a dan b sehingga
y = (z+2)e"
merupakan penyelesaian masalah nilai awal
Y = ay + €', y(0) = b.
3. Diberikan persamaan diferensial
y = —dy+2

(a). Tentukan faktor integrasi p.

(b). Tuliskan persamaan diferensial di atas sebagai derivatif to-
tal fungsi v, yakni

y = —4y + 2, = P = 0.

(c). Integralkan persamaan diferensial tersebut untuk .

(d). Hitung y dengan menggunakan hasil dari butir (c).

4. Tentukan semua penyelesaian (penyelesaian umum) persamaan
diferensial
y =3y+2

5. Tentukan penyelesaian nilai awal
y = —4y + 2, y(0) = 5.
6. Tentukan penyelesaian umum persamaan diferensial
y' = 3xy.

7. Tentukan penyelesaian umum persamaan diferensial

/ xT

Yy =—yt+e".
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Tentukan penyelesaian y dari masalah nilai awal
Y =y + 2ze*®, y(0) = 0.

Tentukan semua fungsi y yang memenuhi

vy +ny = 2?,

dengan n adalah bilangan bulat positif.
Tentukan semua fungsi y yang memenuhi

y =y —2sinx.

Tentukan penyelesaian penyelesaian masalah nilai awal

xy = 2y + 4a® cos 4, y(m/8) = 0.

Tentukan penyelesaian umum persamaan diferensial
Y = —xy + 62/y.

Tentukan penyelesaian masalah nilai awal
, 3

y=ytog o y0=1

Tentukan semua penyelesaian y dari persamaan diferensial

dan nyatakan dalam bentuk eksplisit.

Tentukan penyelesaian masalah nilai awal

Buktikan bahwa jika v = f(z,y) persamaan Euler dan y;(x)
adalah penyelesaiannya, maka y(z) = (1/k)y1(kz) untuk seti-
ap k € R dan k # 0, juga merupakan penyelesaian persamaan
diferensial tersebut.
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17. Tentukan penyelesaian eksplisit masalah nilai awal

Az — 62>
y' = — y(0) = 3.

18. Pandang persamaan diferensial
(14 2%)y = —2z.

(a) Periksa, apakah persamaan diferensial tersebut eksak.

(b) Tentukan penyelesaian umum persamaan diferensial terse-
but.

19. Pandang persamaan diferensial

;o —2—ye™

v= —2y + xe*¥

(a) Periksa, apakah persamaan diferensial tersebut eksak.

(b) Tentukan penyelesaian umum persamaan diferensial terse-
but

20. Pandang persamaan diferensial
2 YN 2 _
(21: y+ —2>y +4zy? =0,
x
dengan syarat awal y(0) = —2.

(a) Tentukan faktor integrasi persamaan diferensial tersebut.
(b) Tentukan penyelesaian implisit masalah nilai awal tersebut.

(c) Tentukan penyelesaian eksplisit masalah nilai awal tersebut.

21. Tentukan penyelesaian masalah nilai awal

222y + 22%y% + 1 + (23 + 223y + 22y)y’ =0, y(1) = 2.

22. Selesaikan persamaan Bernoulli

Yy +y= m4y3.
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23.

24.

25.

Tunjukkan bahwa persamaan diferensial

Y +p(z)y = q(z)ylny

dapat diselesaikan dengan cara mengubah peubah z = Iny. Apli-
kasikan cara ini untuk menyelesaikan persamaan

zy =222y +ylny.

Suatu tangki awal mula berisikan 300 liter larutan yang meng-
andung 150 gram garam. Kemudian, larutan lain yang mengan-
dung garam dengan konsentrasi 1 gram/liter dimasukkan ke da-
lam tangki dengan laju 5 liter/menit dan bercampur sempurna,
kemudian campuran itu dikeluarkan dengan laju 5 liter/menit.
Jika @) menyatakan jumlah garam pada saat t,

(a) rumuskan masalah nilai awal tersebut

(b) tentukan jumlah garam @ setiap saat.

Udin menuangkan secangkir minuman kopi dengan suhu 95°C
dari termos pada jam 11.00 dan meletakkan di meja dengan mak-
sud meminumnya setelah berkurang panasnya. Setelah 10 menit
kemudian, suhu kopi menjadi 75°C. Anggap suhu ruang di seki-
tar meja tersebut konstan 27°C.

(a) Tentukan suhu minuman kopi pada jam 11.20,

(b) Jika Udin suka meminum kopi pada suhu 55°C' — 60°C,
tentukan antara jam berapa Udin harus minum kopi itu.
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Persamaan Diferensial
Orde Dua dan Aplikasinya

Setelah membaca dan mempelajari bab ini, kemampuan akhir
yang diharapkan secara umum adalah mahasiswas:

1. memahami bentuk-bentuk persamaan diferensial orde dua;

2. mempunyai kemampuan dan kreativitas dalam menyelesaikan
masalah yang relevan;

3. mempunyai kemampuan bernalar dengan logis dan sistematis;
4. mempunyai kemampuan berkomunikasi melalui diskusi materi.

Sedangkan kemampuan akhir yang diharapkan secara khusus adalah
mahasiswa mampu

1. menyelesaiakan persamaan diferensial linear orde dua homogen
dengan koefisien konstan;

2. menyelesaiakan persamaan diferensial linear orde dua nonhomo-
gen dengan koefisien konstan;

3. mengaplikasikan persamaan diferensial orde dua dalam kehidup-
an sehari-hari.

47
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3.1 Persamaan Diferensial Linear Orde Dua

Kita mulai dengan definisi persamaan diferensial linear orde dua.

Definisi 3.1. Persamaan diferensial linear orde dua dari fungsi
y adalah persamaan diferensial yang berbentuk

y' + ai(x)y' + ao(x)y = b(x), (3.1)

dengan ay,ag, dan b fungsi-fungsi yang diberikan pada selang I C R.
Persamaan diferensial (3.1) dikatakan

(a) homogen jika b(x) = 0 untuk setiap x € I, dan dikatakan no-
nhomogen jika b(x) # 0;

(b) dengan koefisien konstan jika a; dan ag keduanya konstan;
(¢) dengan koefisien peubah jika a; atau ag tidak konstan.

Sebagai contoh, persamaan diferensial 3" + 4y — 3 = 0 merupakan
persamaan diferensial linear homogen dengan koefisien konstan. Un-
tuk persamaan diferensial y” + 2y — 2 = 3 cos 2z merupakan contoh
persamaan diferensial linear nonhomogen dengan koefisien konstan.
Sedangkan, persamaan diferensial 3’ —zy’ —y = €5 merupakan contoh
persamaan diferensial linear nonhomogen dengan koefisien peubah.

Contoh 3.2. Tentukan persamaan diferensial yang memiliki penyele-
satan umum

y = c1e'” 4+ coe” ',

dengan c1 dan co konstanta-konstanta sebarang.

Penyelesaian:
Dari definisi y yang diberikan, diperoleh

4z

c1 = ye 1 — cpe787,

Turunan dari fungsi y adalah

y = dcre? — dege ",

Dengan menggantikan c; dari persamaan pertama di atas ke dalam
ekspresi 1/,

Y = 4d(ye T — e e —depe ™ = o) =dy + (=4 —4)cge T,
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sehingga didapatkan ekspresi untuk co dalam suku-suku y dan 3/,

1 1
cp = ye M — §(4y —y)et e = ¢ = §(4y +y)e .

Dengan menghitung turunan persamaan,
/ 1 /N Az 1 / AP
0=c =5y —y)e™ + 4y —y')e
akibatnya diperoleh
A4y —y) + 4 —y") =0

yang memberikan hasil persamaan diferensial linear orde dua

y" — 16y = 0.

O

Teorema 3.3. Jika ag,a1, dan b fungsi-fungsi kontinu yang terdefi-
nist pada selang tertutup I C R, konstanta zog € I, dan yo,y1 € R
konstanta-konstanta sebarang, maka terdapat dengan tunggal penyele-
satan y yang terdefinisi pada I dari masalah nilai awal

y" +a1(x)y + ao(x)y = b(z), y(zo) =wo, ¥'(x1) =1

3.2 Persamaan Linear Homogen dengan Koe-
fisien Konstan

Bentuk umum persamaan diferensial linear homogen orde dua de-
ngan koefisien konstan adalah
d? d
Y o

a—— +

T2 Too ey = 0 atau ay’ +by +cy=0 (3.2)

dengan a, b, dan ¢ konstanta-konstanta dan a # 0. Sebagai ilustrasi,
jika b = ¢ = 0, bentuk persamaan linear homogen orde dua adalah
y” = 0 yang mempunyai penyelesaian umum y = cyx + ¢ dengan
c1 dan co konstanta-konstanta sebarang, yakni dengan cara menginte-
gralkan dua kali kedua ruas persamaan. Untuk kasus a = 1,b = 0, dan
¢ = —1, diperoleh persamaan y” —y = 0 atau y” = y. Untuk men-

dapatkan penyelesaian persamaan ini, sama halnya dengan mencari
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bentuk fungsi yang turunannya dua kali sama dengan dirinya sendiri.
Jawabannya adalah fungsi eksponensial, yakni y = c1e” dan y = coe™*
dengan c; dan cs konstanta-konstanta sebarang, keduanya memenuhi
penyelesaian persamaan tersebut.

Dari dua contoh kasus persamaan linear orde dua tersebut, mun-
cul dua konstanta sebarang yang mana berbeda dengan penyelesaian
umum persamaan orde satu yang menghasilkan satu konstanta seba-
rang. Jadi penyelesaian umum dari persamaan orde dua akan mengha-
silkan dua konstanta sebarang. Lebih jelasnya, terdapat cara mudah
untuk menemukan penyelesaian umum persamaan differensial linear
homogen orde dua dengan koefisien konstan.

Dengan mengasumsikan penyelesaiannya berbentuk y = €™, maka
diperoleh persamaan kuadrat dalam k, disebut persamaan karakte-
ristik, yakni

kx

ak®> +bk+c=0

dengan penyelesaian

—b+ Vb? — 4ac

2a

k12 =

Untuk menentukan penyelesaian umum persamaan diferensial, akan
dikelompokkan menjadi tiga kasus berdasarkan nilai karakteristiknya.

a. Kasus 1. Jika k1 # ko keduanya bilangan real, maka penyelesaian
umum persamaan (3.2) adalah

y = 167 1 coek2®
dengan c; dan co konstanta-konstanta sebarang.
b. Kasus 2. Jika k; = k2 = m keduanya bilangan real, maka
y = cre™® + coxe™”
dengan c; dan co konstanta-konstanta sebarang.

c. Kasus 3. Jika k; dan ko keduanya bilangan kompleks sekawan
misalkan k19 = r £ is, maka

y = ci1e"" cos (sx) + coe’ " sin (sz).

dengan c; dan co konstanta-konstanta sebarang.
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Contoh 3.4. Tentukan penyelesaian umum persamaan
y'+y —6y=0.

Penyelesaian:
Persamaan karakteristik persamaan diferensial di atas adalah

E+k-6=0
dengan penyelesaian
k‘l =2 dan kz = -3.

Jadi penyelesaian umum persamaan diferensial adalah

y = cle2x + 026731

dengan c; dan co konstanta-konstanta sebarang. O

Contoh 3.5. Tentukan penyelesaian masalah nilar awal
y' +2y' +y=0,  y(0)=1, ¢(0)=-3

Penyelesaian:
Persamaan karakteristik persamaan diferensialnya adalah

K +2k+1=0

dengan penyelesaian

ki =ko=—1.

Karena akar-akar karakteristik berupa bilangan real kembar, maka
penyelesaian umum persamaan diferensialnya

y(x) =cre” " + cgwe™™ (3.3)

dengan c; dan c2 konstanta-konstanta yang akan dicari.
Dengan memasukkan nilai y(0) = 1 ke persamaan (3.3), diperoleh
c1 = 1, sehingga

y(x) =e ¥ 4+ coxe® (3.4)

Selanjutnya, turunkan persamaan (3.4) terhadap x diperoleh

Y () =—e "+ cole™™ — ze ] (3.5)
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Gambar 3.1: Grafik penyelesaian masalah nilai awal y” + 2y +y =
0,5(0) =1,4/(0) = =3

Dengan memasukkan nilai y'(0) = —3 ke persamaan (3.5), diperoleh
¢y = —2. Lalu mensubstitusikan ¢y ke persamaan (3.4) diperoleh pe-

nyelesaian akhir

x T

y(x) =e ¥ —2ze”

yang grafiknya diberikan dalam Gambar 3.1.

Contoh 3.6. Tentukan penyelesaian umum persamaan
y// . y/ +y=0.

Penyelesaian:
Persamaan karakteristik persamaan diferensial

B —k+1=0
dengan penyelesaian
1 1 - 1 1 -
k1—§+§\/§l, k2_§_§\/§z

yang berupa kompleks sekawan.
Jadi penyelesaian umum persamaan diferensial

y(x) = c1e:v/2 cos (%\/gx) + Cgex/Q sin (%\/gx)

dengan c; dan ¢ konstanta-konstanta sebarang. O



Bab 3. Persamaan Diferensial Orde Dua dan Aplikasinya 53

3.3 Persamaan Linear Orde Dua Nonhomogen
dengan Koefisien Konstan

Bentuk umum persamaan diferensial linear orde dua nonhomogen
dengan koefisien konstan adalah
d? d
Y _

a——5 +

T2 To o tey= g(z) atau ay’ + by + cy = g(x) (3.6)

dengan a,b, dan ¢ konstanta-konstanta, a # 0 dan g(z) # 0.

Penyelesaian persamaan (3.6) adalah jumlahan dari penyelesaian ho-
mogen dan penyelesaian partikular. Penyelesaian homogen, selan-
jutnya dinotasikan dengan y;, adalah penyelesaian persamaan (3.6)
ketika g(x) = 0 seperti telah dibahas pada subbab 3.2. Sedangkan pe-
nyelesaian partikular, selanjutnya dinotasikan dengan y,, dari (3.6)
akan dijelaskan berikutnya. Jadi penyelesaian umum dari persamaan

(3.6) adalah

y(z) = yn(x) + yp(z)

dengan y;, penyelesaian homogen dan y, penyelesaian partikular.
Untuk mendapatkan penyelesaian partikular persamaan (3.6) di
sini akan menggunakan metode koefisien tak tentu yang dijelaskan
sebagai berikut.
Pandang persamaan nonhomogen

y' —p@)y + q(x)y = g(x),

dimana p(z), ¢(z), dan g(x) adalah fungsi-fungsi kontinu pada suatu
selang I.
Untuk kasus ini, diberikan teorema berikut.

Teorema 3.7. Jika Y7 dan Yo adalah penyelesaian-penyelesaian dari
persamaan nonhomogen, maka Y1 — Yo adalah penyelesaian dari per-
samaan homogen. Dan jika y1 dan yo adalah basis atau pembangun
dari penyelesaian-penyelesaian untuk persamaan homogen, maka

Y1 —Ys = c1y1 + oy,

dimana c1 dan co adalah konstanta-konstanta.
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Teorema 3.8. Penyelesaian umum persamaan diferensial linear orde
dua dapat dinyatakan sebagai

y(z) = yn(@) + yp(),

dimana yy, adalah penyelesaian homogen dan y, penyelesaian partiku-
lar.

Di sini akan dibahas cara mencari penyelesaian partikular untuk
beberapa kasus g(x) pada persamaan (3.6), diantaranya kasus g(x)
berupa fungsi eksponensial, kasus g(z) berupa fungsi sinus atau cosi-
nus, dan kasus g(z) berupa fungsi polinomial. Diawali dengan contoh
kasus g(z) fungsi eksponensial.

Contoh 3.9. Tentukan penyelesaian partikular persamaan
y// o 3y/ — 4y = 362:10

Penyelesatan:
Misalkan

yp = Ae*, (3.7)

dengan A adalah konstanta yang akan dicari. Turunan pertama dan
kedua persamaan (3.7) masing-masing

y]'g = 24e*® dan yg = 4A4e*,
Substitusikan hasil-hasil ini ke persamaan diferensial, diperoleh
4Ae* — 6Ae* — 44e*® = 327,

Karena e%* # 0 untuk setiap x, bagi kedua ruas dengan e?* yang ber-
akibat diperoleh A = —1/2. Jadi penyelesaian partikular persamaan
diferensial adalah

1
yp(z) = —56236.

Contoh 3.10. Tentukan penyelesaian partikular

y' =3y —dy=e". (3.8)
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Penyelesaian:

Dalam kasus ini, jika kita mengikuti penyelesaian seperti pada Contoh
(3.9) di sini dimisalkan y,(2) = Ae™®. Dengan menentukan y;, dan y;
kemudian mensubstitusikan ke persamaan (3.8), diperoleh

(A4+3A—4A)e " =e". (3.9)

Karena koefisien e~ ruas kiri persamaan (3.9) sama dengan nol, ini
tidak mungkin menyelesaikan persamaan untuk konstanta A. Oleh
karena itu disimpulkan tidak ada penyelesaian persamaan (3.8) da-
lam bentuk Ae™*. Untuk itu, dimisalkan penyelesaian partikularnya
berbentuk

yp(z) = Aze™ ™.

Turunan pertama dan kedua persamaan ini berturut-turut
y, = (A—Ax)e™  yy = (-2A+ Az)e™".

Substitusikan hasil-hasil ini ke persamaan (3.8), diperoleh
[(A+34—4A)z + (—2A - 34))]e " =7,

yang menghasilkan A = —1/5. Dengan demikian diperoleh penyelesa-

ian partikularnya
1

() = —zwe .

O

Untuk mendapatkan penyelesaian persamaan nonhomogen (3.6)

dengan g(x) merupakan fungsi sinus atau cosinus, diberikan dalam
contoh berikut.

Contoh 3.11. Tentukan penyelesaian partikular persamaan
y" — 3y — 4y = 2sinx

Penyelesaian:
Misalkan

yp = Asinz + Bcosz, (3.10)

dengan A dan B konstanta-konstanta yang akan dicari. Turunan per-
tama dan kedua persamaan (3.11) masing-masing

/ : /" :
Yy, = Acosz — Bsinx dan y, = —Asinz — Bcos.
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Substitusikan hasil-hasil ini ke persamaan diferensial, diperoleh

—Asinx — Bcosxz —3Acosx + 3Bsinx —4Asinx

—4Bsinx — 4B cosx = 2sinx.
Dengan mengumpulkan suku-suku sejenis, diperoleh persamaan
(-B—-3A—4B)cosz + (—A+ 3B —4A)sinx = 2sinx

Dengan menyesuaikan suku-suku ruas kiri dan ruas kanan, diperoleh
dua persamaan

—3A—-5B = 0,
—5A+3B =

Dengan menyelesaikan kedua persamaan di atas, diperoleh

) 3

A=—— .
17 17

Jadi penyelesaian partikular persamaan diferensial adalah

yp(x) = T sinx + 7 G082

O
Untuk mendapatkan penyelesaian persamaan nonhomogen (3.6)

dengan g(z) merupakan fungsi polinomial, misalkan g(z) polinomial
berderajat n yang dapat dinyatakan dengan
g(z) =ap+arx+---+ ap12""t + apz”
dengan a, # 0, maka penyelesaian partikularnya dimisalkan
yp(z) = A1+ Agx + - - - + Apa™.
Untuk lebih jelasnya, diberikan contoh berikut.

Contoh 3.12. Tentukan penyelesaian partikular persamaan

y' =3y —dy=1—22?
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Penyelesaian:
Misalkan
yp = A+ Bx + Ca? (3.11)

dengan A, B dan C konstanta-konstanta yang akan dicari. Turunan
pertama dan kedua persamaan (3.11) masing-masing

y, = B+2Cx dan y, = 2C.
Substitusikan hasil-hasil ini ke persamaan diferensial, diperoleh
2C — 3(B +2Cz) — 4(A + Bx + Cz?) = 1 — 22°
Dengan mengumpulkan suku-suku sejenis, diperoleh persamaan
(—4A — 3B 4 2C) + (—4B — 6C)z 4 (—4C)z* =1 — 222

Dengan menyesuaikan suku-suku ruas kiri dan ruas kanan, diperoleh
tiga persamaan

—4A-3B+2C =
—4B-6C = 0,
—4C = -2.

Dengan menyelesaikan ketiga persamaan di atas secara simultan, di-
peroleh

9 3 1
16’ 1 dan C 5
Jadi penyelesaian partikular persamaan diferensial adalah
9 3 1
Yp(z) = 6 ar T 51’2-

O

Untuk persamaan linear dengan koefisien konstan nonhomogen ji-

ka g(x) merupakan kombinasi penjumlahan fungsi-fungsi eksponensi-

al, fungsi sinus atau cosinus, dan fungsi polinomial, maka penyelesai-

an partikularnya adalah jumlahan dari masing-masing kasus tersebut.
Misalkan diberikan contoh berikut.

Contoh 3.13. Tentukan penyelesaian partikular persamaan

y' =3y —4y =1 — 222 + 2sinz
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Penyelesaian:
Dari dua contoh sebelumnya, penyelesaian partikular dari persamaan

y' =3y —dy=1— 222

adalah
16 472"

dan penyelesaian partikular persamaan

Yp1 =

y" — 3y — 4y = 2sinx

adalah

yp2(z) = T sinx + 7 Co8 -

Oleh karena itu penyelesaian partikular dari i — 3y’ —4y = 1 — 222 +
2sin x adalah

Yp = Ypl T Yp2
_ 3_§x+1$2_7sjnx+—008$
T 16 472 17 17 '

O

Untuk persamaan linear dengan koefisien konstan nonhomogen jika

g(x) merupakan kombinasi perkalian fungsi-fungsi eksponensial, fungsi

sinus atau cosinus, dan fungsi polinomial, maka penyelesaian partiku-
larnya diberikan dalam contoh berikut.

Contoh 3.14. Tentukan penyelesaian partikular persamaan
y" — 3y — 4y = —8e” cos 2. (3.12)

Penyelesaian:
Asumsikan bahwa penyelesaian partikular, y,, merupakan perkalian
dari e® dan kombinasi linear cos 2z dan sin 2z, yakni

yp = €”(Acos2z + Bsin2x).
Turunan pertama dan kedua persamaan ini, masing-masing diperoleh
Yy, = (A +2B)e” cos 2z + (—2A + B)e®sin 2z

dan
Yy, = (—3A 4 4B)e” cos 2z + (—4A — 3B)e” sin 2.
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Dengan mensubstitusikan hasil-hasil ini ke persamaan (3.12), dipero-
leh

(—10A — 2B)e" cos 2z + (2A — 10B)e” sin 2z = —8e” cos 2,
sehingga diperoleh dua persamaan

10A+2B = 8
24-10B = 0,

menghasilkan A = 10/13 dan B = 2/13. Oleh karena itu diperoleh
penyelesaian partikular nya

10 2
Yp = ex(— cos 2T + — sin2ac).

13 13
O
Contoh 3.15. Tentukan penyelesaian partikular persamaan
Y+ 4y = 2?e 3 sin . (3.13)

Penyelesaian:

Ruas kanan persamaan (3.13) berbentuk perkalian fungsi polinomi-
al, fungsi eksponensial, dan fungsi sinus. Untuk kasus ini, misalkan
penyelesaian partikularnya adalah

yp = (Az® + Bx + C)e ¥ cosx + (D2 + Ex + F)e 3 sina

Selanjutnya lakukan penyelesaian seperti pada contoh-contoh sebelum-
nya untuk mendapatkan konstanta-konstanta A, B,C,D,FE, dan F.
Dalam hal ini, diperoleh

Al op Ll M6 1 a3 19
30 25 3375 15 225 6750

Oleh karena itu diperoleh penyelesaian partikularnya

(1 b, 1, 46 ) L
= —X —X [ COS T
Ip 30 25" " 3375
+(1 b, 18 19
—X —X
157 T 225" " 6750

> e 3 sin 7.
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Contoh 3.16. Selesaikan masalah nilai awal
' Ay =x+2 y0)=1,  4(0)=—1. (3.14)
Penyelesaian: Penyelesaian homogen persamaan (3.14) adalah
yn(x) = ¢1 cos 2x + co sin 2.

Penyelesaian partikular persamaan (3.14) adalah y,(z) = ypi(z) +
yp2(x), dengan y,1 dan y,e masing-masing penyelesaian partikular y” +
4y = x dan y" + 4y = 2¢73*. Untuk mendapatkan yp1 dan y,o seperti
telah diberikan pada contoh sebelumnya, diperoleh

1 2 -3z

Ypr = 4T dan Yp2 = 3¢

Dengan demikian penyelesaian umum persamaan (3.14) adalah

y(@) = Yn+Yp =Yn+ Yp1 + Yp2
1 2
= 2 in2z + -z + —e ¢
€] COS 2Z + Co2 81N 22 + 4x—i— 136
Dengan menurunkan persamaan ini dan memasukkan syarat awal y(0) =
1 dan 3/(0) = —1, diperoleh ¢; = 11/13 dan ¢o = —41/104. Oleh ka-
rena itu diperoleh penyelesaian masalah nilai awal (3.14)
11 41 12

y(z) = a3 cos 2r — msinl@ + 1% + Ee_

Grafik penyelesaian/solusi nilai awal diberikan pada Gambar 3.2.

Gambar 3.2: Grafik solusi 3" + 4y = z + 2737, y(0) = 1,4/(0) = —1
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3.4 Aplikasi Persamaan Diferensial Orde Dua

Beberapa aplikasi persamaan diferensial orde dua pada mekanika dan
rangkaian listrik diberikan dalam contoh-contoh berikut.
1. Aplikasi pada mekanika

Contoh 3.17. Partikel P dengan massa 2 gram bergerak pada sumbu-
x dan ditarik menuju titik asal O dengan gaya sama dengan 8X. Jika
partikel itu semula berdiam di X = 10, tentukan posisi partikel pada
setiap saat dengan berasumsi

a. tidak ada gaya lain yang bekerja;
b. gaya peredam bekerja sebesar 8 kali kecepatan sesaat.
Penyelesaian:

a. Jika X > 0 (positif arah kanan), gaya total adalah ke arah ki-
ri dan diberikan —8X. Jika X < 0 gaya total ke arah kanan
dan diberikan —8X (lihat Gambar 3.3). Sesuai hukum Newton,

diperoleh
Massa x Percepatan = Gaya total
d?X
2-—- = —8X.
dt?

Gambar 3.3: Tlustrasi permasalahan pada soal

Dengan demikian diperoleh masalah nilai awal

d’X
oz H4X =0, X(0)=10,  X'(0)=0.

Penyelesaian persamaan diferensial ini adalah

X (t) = ¢1 cos 2t + ¢ sin 2t.
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Dengan memasukkan syarat-syarat awalnya, diperoleh ¢; = 10
dan cg = 0.
Jadi penyelesaiannya adalah

X(t) = 10cos 2t.

Grafik pergerakan partikel yang merupakan penyelesaian nilai
awal diberikan pada Gambar 3.4.

Perioda

Gambar 3.4: Grafik pergerakan partikel

b. Jika X > 0 dan dX/dt > 0, titik P di sebelah kanan O dan

bergerak ke arah kanan, sehingga

Massa x Percepatan = Gaya total
d?X dX
2-.—— = —-8X-8—.
dt? 8 8 dt

Masalah nilai awal adalah

d2X dX
4 4= 44X =0 X(0)=10 X'(0) = 0.
oz TAh gt : (0) =10, (0)

Penyelesaian masalah nilai awal adalah
X(t) = 10e 24 (1 + 2t).

Grafik penyelesaian diberikan pada Gambar 3.5.



Bab 3. Persamaan Diferensial Orde Dua dan Aplikasinya 63

X

10

L t

Gambar 3.5: Grafik pergerakan partikel dengan peredaman

2. Aplikasi pada rangkaian listrik

Contoh 3.18. Sebuah rangkaian listrik terdiri dari induktor 2 henry,
resistor 2 ohm, dan kapasitor 0,02 farad dihubungkan secara seri de-
ngan tegangan E volt. Saat t = 0, muatan kapasitor dan arus dalam
rangkaian sebesar nol. Tentukan muatan dan arus pada sebarang t > 0
jika (a). E = 300 volt, (b)E = 100sin 3t volt.

Penyelesaian:
Misalkan Q(t) menyatakan muatan listrik pada saat ¢ dan I(t) menya-
takan kuat arus pada saat t. Berdasarkan hukum Kirchoff, diperoleh

dI(t) Q) _
2= +161(t) + 5.0z =

Karena I(t) = dQ/dt, persamaan (3.15) menjadi

d>Q(t dQ(t
dt2< : +16 di :

dengan syarat awal Q(0) = 0,7(0) = Q'(0) = 0.
a. Untuk E(t) = 300, diperoleh masalah nilai awal
?Q(t) | ,dQ(t)
i 8 dt

Penyelesaian masalah nilai awal ini, yakni besar muatan listrik
pada saat t, diperoleh

E(t). (3.15)

2

+50Q(t) = E(t),

+25Q(t) =150, Q(0)=0, Q'(0)=0.

Q(t) = 6 — 6e 4 cos 3t — 8¢ 4 sin 3t.
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Untuk besar kuat arus, diperoleh

dQ(t
I(t) = ngi) = 50e 4! sin 3t.

Grafik muatan (Q) dan arus (I) diberikan pada Gambar 3.6.

2 () - (®)

Gambar 3.6: Grafik (a) muatan listrik, dan (b) arus listrik

b. Untuk E(t) = 100sin 3¢, diperoleh masalah nilai awal

PQ(1) | (dQ()
dt? 8 dt

+25Q(t) =50sin3t, Q(0) =0,Q'(0) = 0.

Penyelesaian masalah nilai awal ini, yakni besar muatan listrik
pada saat t, diperoleh

25 25
Qt) = 5—2(2 sin 3t — 3cos 3t) + 5674%2 sin 3t + 3 cos 3t)

Untuk besar kuat arus, diperoleh
2
I(t) = 2(3 sin 3t + 2 cos 3t) — 5%@*‘“(17 sin 3t + 6 cos 3t).

O]
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3.5 Rangkuman

1. Persamaan diferensial linear orde dua dari fungsi y adalah per-
samaan diferensial yang berbentuk

y" + a1(x)y + ao(x)y = b(x),

dengan a1, ag, dan b fungsi-fungsi yang diberikan pada selang
I C R. Persamaan diferensial dikatakan

(a) homogen jika b(z) = 0 untuk setiap x € I, dan dikatakan
nonhomogen jika b(z) # 0;

(b) dengan koefisien konstan jika a; dan ay keduanya kon-
stan;

(c) dengan koefisien peubah jika a; atau ag tidak konstan.
2. Persamaan diferensial linear homogen
ay” + by +cy =0,
dengan a, b, dan ¢ konstan, mempunyai akar-akar karakteristik

—b+ Vb2 — dac
2a '

k12 =

Penyelesaian persamaan diferensial tersebut adalah

(a) jika k1 # k2 keduanya real, maka
Y(z) = 16" + epehs,

dengan c; dan co keduanya konstanta sebarang.

(b) jika k1 = ko = m real, maka
y(z) = c1e™* + coxe™”,

dengan c; dan co keduanya konstanta sebarang.

(c) jika k12 = r +is keduanya kompleks sekawan, maka
y(x) = € [c1 cos sz + co sin sz,

dengan c; dan co keduanya konstanta sebarang.
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3.

3.6

Persamaan diferensial linear nonhomogen
ay” + by + cy = g(z),

dengan a, b, dan ¢ konstan dan g(z) # 0, mempunyai penyelesa-
ian

y(@) = yn(z) + yp(x)
dengan y;, adalah penyelesaian homogen (penyelesaian persama-

an diferensial saat g(x) = 0) dan y, adalah penyelesaian parti-
kular.

Bahan Diskusi

Diskusikan dengan teman-temanmu permasalahan-permasalahan ber-

ikut

1.

3.7

Diberikan persamaan diferensial

dengan

e ™ jikaxz <O,
g(x) = )
11—z jikax >0.

Tentukan penyelesaian persamaan diferensial tersebut.

Suatu massa M bergerak pada sepanjang sumbu-z yang dipe-
ngaruhi suatu gaya sebanding laju sesaatnya dengan arah ber-
lawanan. Misalkan saat ¢ = 0 partikel berada di * = a dan
bergerak ke arah kanan dengan laju vg. Tentukan kedudukan
partikel tersebut berhenti.

Rujukan/Daftar Pustaka

. Boyce, W.E., R.C. DiPrima, dan D.B. Meade, 2017, Elemen-

tary Differential Equations and Boundary Value Problems, 11th
edition, John Wiley & Sons

Simmons, G.F. dan S.G. Krantz, 2007, Differential FEquations
Theory, Technique, and Practice. International Edition, The
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3.

3.8

Spiegel, M.R, P. Silaban, dan H. Wospakrik, 1999, Transformasi
Laplace: Teori dan Soal-soal, Ul-Press

Soal-soal Latihan

. Tentukan konstanta ¢ dan k sedemikian sehingga fungsi y(t) =

ct® adalah penyelesaian dari

—t3y" 4+ 2y + Aty = 1.

. Periksa bahwa y;(t) = t? dan y5(t) = 1/t keduanya adalah pe-

nyelesaian dari persamaan diferensial

2" —2y=0, t>0.

Tentukan penyelesaian umum persamaan:
(a) y”+3y +2y=0
(b) 2" =3y +y =0

(c) 4y” -9y =0
)

(d) ¥y =2y —2y =0.

Selesaikan masalah nilai awal berikut:

y' =y —2y=0, y0)=r y(0)=2
adalah y(z) yang bersifat

lim y(z) = 0.

T—r00

Tentukan penyelesaian persamaan-persamaan diferensial berikut

(a) ¥’ =2y — 3y = 3e**
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(b) y”+2y + 5y = 2sin 2z
(c) y'—2y —3=3ze™"

(d) v"+y =z +sin2x

(e) ¥" +y + 4y =sinhz

(f) v" 4+ y =4sin2x + x cos 2z

7. Selesaikan masalah-masalah nilai awal berikut

(@) " +y' =2y =22,  y(0)=0y(0)=1

(b) y” + 4y = 2% + 3%, y(O) 0, y’(O) =2

(c) ¥ =2y =3y =3ze*,  y(0)=1,4(0)=0

(d) v + 2y + by = 4e* cos 2z, y(0) =1,4/(0) =0

8. Tentukan penyelesaian umum persamaan diferensial

y' + Py = Z apm sin (mmx),

dengan o > 0 dan « # mm untuk m =1,2,--- | N.



Bab 4

Persamaan Diferensial

Linear Orde Lebih dari
Dua

Setelah membaca dan mempelajari bab ini, kemampuan akhir
yang diharapkan secara umum adalah mahasiswas:

1. memahami bentuk-bentuk persamaan diferensial orde tinggi le-
bih dari dua;

2. mempunyai kemampuan dan kreativitas dalam menyelesaikan
masalah yang relevan;

3. mempunyai kemampuan bernalar dengan logis dan sistematis;
4. mempunyai kemampuan berkomunikasi melalui diskusi materi.

Sedangkan kemampuan akhir yang diharapkan secara khusus adalah
mahasiswa mampu

1. menyelesaikan persamaan diferensial linear orde tinggi dengan
koefisien konstan, baik homogen maupun nonhomogen;

2. mengaplikasikan persamaan diferensial linear orde tinggi dalam
kehidupan sehari-hari;

69
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Bentuk umum persamaan diferensial linear orde n adalah
an (@) Y™ + an_1(2)y™ ™V + -+ a1y + aoy = g(z)
dengan a, # 0.
Pada bab ini dibahas penyelesaian persamaan diferensial linear orde n

homogen maupun nonhomogen hanya untuk kasus koefisien-koefisien
konstan.

4.1 Persamaan Linear Homogen dengan Koe-
fisien Konstan

Persamaan diferensial linear orde n homogen dengan koefisien konstan
berbentuk

any(n) +an1y" Y+t ary +agy =0, (4.1)

dengan a,,an_1,- - ,a1,ap semuanya konstanta real dengan a, # 0.
Persamaan karakteristik (4.1) adalah

ank™ + a1 k" P+ +ark+a9=0,
dengan akar-akar penyelesaian ki, ko, --- , ky.
Penyelesaian persamaan (4.1) dikelompokkan berdasarkan nilai akar-

akar karakteristiknya.

1. Jika ki, ko, - - - , k, semuanya real dan berbeda, maka penyelesa-
ian persamaan (4.1) adalah

y(z) = 1€ + e 4 - et
dengan c1, ¢, - - , ¢, konstanta-konstanta sebarang.

2. Jika k1 = ky = - - - = k, = m real, maka penyelesaian persamaan
(4.1) adalah

y(x) = c1€™ + cowe™" + c32e™ 4o 4 cpr Tl emT

dengan cy, ¢, - - - , ¢, konstanta-konstanta sebarang.
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3. Jika n genap dan k12 = a1 ++£b1, k3g = ao £ bo, - - - semuanya pa-
sangan kompleks sekawan dan berbeda, maka penyelesaian per-
samaan (4.1) adalah

azx(

y(z) = eM%(cicosbix + casinbiz) + €2 (c3 cos bax + ¢4 8in box)

+ o+ e/ (1 €08 by o + Cp Sin by, o),
dengan c1,ca, - - , ¢, konstanta-konstanta sebarang.
Contoh 4.1. Selesaikan persamaan diferensial
Y™ — 5y" + 4y = 0. (4.2)

Penyelesatan:
Persamaan karakteristik (4.2) adalah

k* —5k*+4 =0,
dengan penyelesaian
ki=1, ke=-1, k3=2, kyg=-2.

Jadi penyelesaian persamaan diferensial (4.2) adalah

y(x) = c1e” 4 cpe % + c3e® + cpe
dengan cy, ¢, c3, dan ¢4 konstanta-konstanta sebarang. O
Contoh 4.2. Selesaikan persamaan diferensial
y" — 6y" + 12y — 8y = 0. (4.3)

Penyelesaian:
Persamaan karakteristik (4.3) adalah

k> —6k* 4+ 12k —8=0, atau (k—2)3=0

dengan penyelesaian
k1 =ko = ks =2.
Jadi penyelesaian persamaan diferensial (4.3) adalah

y(z) = 1% + cowe®™® 4 cyr’e®®

dengan cy, ca, dan c3 konstanta-konstanta sebarang. O
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Contoh 4.3. Selesaikan persamaan diferensial
Y — 2" 4 3y" — 2y + 2y = 0. (4.4)

Penyelesaian:
Persamaan karakteristik (4.4) adalah

k' — 2k +3k% — 2k +2 =0
dengan penyelesaian
ko = i, ksa=14i
Jadi penyelesaian persamaan diferensial (4.4) adalah
y(x) = crcosx + cosinx + cze” cosx + cye” sinx

dengan cq, ¢, c3, dan ¢4 konstanta-konstanta sebarang. O

Untuk kasus akar-akar persamaan karakteristiknya merupakan kom-
binasi dari bilangan real dan kompleks, diberikan dalam contoh beri-
kut.

Contoh 4.4. Selesaikan persamaan diferensial
y(6) _ 2y(5) + yz‘v + 2y/// _ 2y// -0 (4'5)

Penyelesaian:
Persamaan karakteristik (4.5) adalah

kS — 2k + kY 4+ 2k3 —2k% =0, atau E*(k —1)(k+1)(k* — 2k +2)
dengan penyelesaian
ki2=0, ks=1, kys=-1, ksg=1=x1.
Jadi penyelesaian persamaan diferensial (4.5) adalah
y(x) = c1 + cox + c3e” + cye™® + e5e” cosx + cge” sinx
dengan cq, ca, c3, ¢4, c5, dan cg konstanta-konstanta sebarang. O
Contoh 4.5. Selesaikan masalah nilai awal

y" —2y" +3y' =0, y(0)=0, ¥ (0)=1, y'(0)=1. (46
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Penyelesaian:
Persamaan karakteristik persamaan diferensial pada (4.6) adalah

K — 2k + 3k =0,
dengan penyelesaian
ki1 =0, ko3=142i.
Jadi penyelesaian persamaan diferensial (4.6) adalah
y(z) = c1 + c2e” cos V2 + c3e” sin V2.

Dengan memasukkan syarat y(0) = 0,3/(0) = 1, dan y”(0) = 0 dipe-
roleh
2 2 1
c1 = —g, = =
sehingga penyelesaian nilai awal adalah

2 2 1
y(z) = 3 + gex cos V2x + 6\/5696 sin v/2z.

O

4.2 Persamaan Linear Orde Tinggi Nonhomo-
gen dengan Koefisien Konstan

Persamaan diferensial linear orde n nonhomogen dengan koefisien kon-
stan berbentuk

any™ + ap_1y" Y 4+ ary + agy = g9(z), (4.7)

dengan ay,a,_1,- - ,a1,ap semuanya konstanta real dengan a, # 0
dan g(z) # 0. Penyelesaian persamaan (4.7) adalah

y(x) = yn(z) + yp(x)

dengan yj(z) dan y,(x) adalah masing-masing penyelesaian homogen
dan penyelesaian partikular persamaan (4.7). Untuk mendapatkan
penyelesaian homogen telah dijelaskan pada subbab 4.1, sedangkan
untuk penyelesaian partikularnya akan dibahas berikut ini.

Penyelesaian partikular persamaan (4.7) ini dikelompokkan berda-
sarkan jenis fungsi g(z)nya.
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1. g(z) = " (fungsi eksponensial).

(a) Jika persamaan (4.7) tidak mempunyai penyelesaian homo-
gen berbentuk y = ce?, maka penyelesaian partikular per-
samaan (4.7) dimisalkan

yp = Ae?®

dengan A konstanta yang akan dicari.

(b) Jika persamaan (4.7) mempunyai penyelesaian homogen ber-
bentuk y = ceb®, maka penyelesaian partikular persamaan
(4.7) dimisalkan

Yp = Azeb®

dengan A konstanta yang akan dicari.
2. g(z) = pp(x) (polinom berderajat n).

(a) Jika persamaan (4.7) tidak mempunyai penyelesaian homo-
gen berbentuk y = By + Biz + - - - + Bpa™ dengan m < n,
maka penyelesaian partikular persamaan (4.7) dimisalkan

yp:AO+A1$+"‘+An$n

dengan A;,i = 0,1,2,--- ,n konstanta-konstanta yang akan
dicari.

(b) Jika persamaan (4.7) mempunyai penyelesaian homogen ber-
bentuk y = By + Bix + - -- + B, 2™ dengan m < n, maka
penyelesaian partikular persamaan (4.7) dimisalkan

Yp = (Ao + Az + -+ + Ayz™)z™H

dengan A;,i =0,1,2,--- ,n konstanta-konstanta yang akan
dicari.

3. Jika g(z) = cos bz atau g(z) = sin bz (fungsi sinus atau cosinus),
maka penyelesaian partikular persamaan (4.7) dimisalkan

yp = Acosbzx + Bsinbx.

Untuk memperjelas penyelesaian partikular persamaan diferensial li-
near nonhomogen, diberikan contoh-contoh berikut.



Bab 4. Persamaan Diferensial Linear Orde Lebih dari Dua 75

Contoh 4.6. Tentukan penyelesaian partikular persamaan diferensial
Y — 5y + 4y = €. (4.8)

Penyelesaian:
Misalkan y, = Ae®* maka diperoleh
yll7 = 34e3?, yll)' =9A4e37, yll)" = 27Ae%, y;)” = 81A4¢%.

Substitusikan yp, y,,, dan y;” ini ke persamaan (4.8), diperoleh
[81A — 45A + 4A]e3 = €3°

sehingga berakibat 404 = 1 atau A = 1/40.
Jadi penyelesaian partikularnya adalah

1 X
yp(z) = Eeg :

O
Contoh 4.7. Tentukan penyelesaian partikular persamaan diferensial
y/// o 4y/ — 623:'

Penyelesaian:

Penyelesaian homogen persamaan diferensial adalah y;, = ¢ + cpe®* +
c3e 2% Karena dalam penyelesaian homogen terdapat suku e?*, maka
penyelesaian partikularnya dimisalkan

Yp = Aze®®,
Dengan mencari turunan-turunannya, diperoleh
Y, = Ae** (1 4 2z), Yy = 4Ae* (1 4 ), Yy, = 4Ae** (3 4 2x)

Substitusikan ¢, dan ;" ini ke persamaan diferensial, diperoleh

p
4Ae* (3 +22) — 441 +22) =e** = 8A=1 = A:l.
8

Dengan demikian, diperoleh penyelesaian partikular

1
Yp = gz:e%.
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Contoh 4.8. Tentukan penyelesaian partikular persamaan diferensial

Penyelesaian:

Persamaan karakteristiknya adalah k3 — k? = 0 dengan akar-akar pe-
nyelesaian k1 = ko = 0 dan k3 = 1. Oleh karena itu penyelesaian
homogen persamaan diferensial adalah

yn = €1 + cox + cze”.

Karena penyelesaian homogen memuat suku konstan dan suku x, maka
untuk memisalkan penyelesaian partikularnya adalah

yp = (A + Bx)x?,
Dengan menurunkannya, diperoleh
yg =2A+ 6Bz dan yg’ =6B.

Selanjutnya mensubstitusikan hasil-hasil ini ke persamaan diferensial,
diperoleh
6B — (2A+6Bz) ==
yang menghasilkan A = —1/2 dan B = —1/6.
Jadi penyelesaian partikular persamaan diferensial adalah

Yp = —%x2 — éxs
O
4.3 Rangkuman
1. Penyelesaian persamaan diferensial
any™ + -+ ary’ +agy = 0
dikelompokkan berdasarkan nilai akar-akar karakteristiknya.
(a) Jika ki, ka,--- , k, semuanya real dan berbeda, maka penye-

lesaiannya adalah
y(x) = 16" + e o 4 cpefn®,

dengan cy, ¢, - - - , ¢, konstanta-konstanta sebarang.
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(b) Jika k; = ko = --- = k, = m real, maka penyelesaiannya
adalah

y(z) = 1™ + coxe™ + c3x2e™ 4o 4 cpr Tl e™T

dengan c1,ca, - - , ¢, konstanta-konstanta sebarang.

(c) Jikan genap dan kjo = a1+=+b1, k3g = ag£be, - - - semuanya
pasangan kompleks sekawan dan berbeda, maka penyelesa-
iannya adalah

y(xr) = e"*(crcosbix + casinbix)
+e%(cg cos by + cysinbox) + - - -

+en/2% (-1 €08 by, 2T + ¢ SIN by, 127),
dengan cy, ¢, - - - , ¢, konstanta-konstanta sebarang.
2. Penyelesaian partikular persamaan diferensial
any™ + - + a1y + agy = g(x)
dikelompokkan berdasarkan jenis fungsi g(z)nya.

(a) g(x) = e*® (fungsi eksponensial).
i. Jika persamaan tidak mempunyai penyelesaian homo-
gen berbentuk y = ceb®, maka penyelesaian partikular
persamaan dimisalkan

Yp = Aeb®

dengan A konstanta yang akan dicari.

ii. Jika persamaan mempunyai penyelesaian homogen ber-
bentuk y = ce®, maka penyelesaian partikular persa-
maan dimisalkan

Yp = Azeb®
dengan A konstanta yang akan dicari.
(b) g(x) = pp(x) (polinom berderajat n).

i. Jika persamaan tidak mempunyai penyelesaian homo-
gen berbentuk y = By + Biz + --- + Bpa™ dengan
m < n, maka penyelesaian partikular persamaan dimi-
salkan

yp = Ao+ A1z + - + Apa”

dengan A;,i = 0,1,2,--- ,n konstanta-konstanta yang
akan dicari.
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ii. Jika persamaan diferensial mempunyai penyelesaian ho-
mogen berbentuk y = By + Bixz + -+ - 4+ B, z™ dengan
m < n, maka penyelesaian partikular persamaan dimi-
salkan

Yp = (AO + Alx + -+ Anx”)xmﬂ

dengan A;,i = 0,1,2,--- ,n konstanta-konstanta yang
akan dicari.

(c) Jika g(x) = cosbzx atau g(x) = sin bz (fungsi sinus atau co-
sinus), maka penyelesaian partikular persamaan dimisalkan

yp = Acosbr + Bsinbx.

4.4 Bahan Diskusi

Diskusikan dengan teman-temanmu masalah-masalah berikut

1. Diberikan persamaan diferensial

v

Y —y=g(x)

dengan

e™® jikaz <0,
g(z) = 3
11—z jikax >0.

Tentukan penyelesaian persamaan diferensial tersebut.

2. Tentukan penyelesaian masalah nilai awal dengan bentuk persa-
maan diferensial pada (1) dengan y(0) = 0,4'(0) = 1,4"”(0) = 0,
dan y"’(0) = 0.
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Soal-soal Latihan

. Tentukan penyelesaian persamaan-persamaan diferensial berikut

yiv_y//_y/+y:0
y///_2y//+y:0
YUty —2y =0

. Tentukan penyelesaian masalah-masalah nilai awal berikut

(a) ¥ —y =0, y(0)=1,5(0)=0,y"(0)=1,4"(0) =0

(b) ¥y —4y =0, y(0)=1,4'(0)=0,y"(0) = —2,4"(0) =0
Tentukan penyelesaian partikular persamaan-persamaan diferen-
sial berikut
(a) ¥ —y" —y +y=2e""
(b) ¥ —2y" +y =2’

(c) y™ + 4y” = sin 2x

(d) ¥ +y" — 2y = 2¢".
Tentukan penyelesaian masalah-masalah nilai awal berikut

(a) ¥ +4y' ==z, y(0)=0,4(0)=0,y"(0) =1

(b) y"+2y"+y =3z+4, y(0)=y'(0)=0,y"(0) =y"(0) =1

() v"=3y" +2¢y =z +e*, y(0)=1y(0)=-1/4,4"(0) =
~3/2.
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Bab 5

Penyelesaian Persamaan
Diferensial dengan
Operator D

Setelah membaca dan mempelajari bab ini, kemampuan akhir
yang diharapkan secara umum adalah mahasiswas:

1. memahami konsep operator diferensial;

2. mempunyai kemampuan dan kreativitas dalam menyelesaikan
masalah yang relevan;

3. mempunyai kemampuan bernalar dengan logis dan sistematis;
4. mempunyai kemampuan berkomunikasi melalui diskusi materi.

Sedangkan kemampuan akhir yang diharapkan secara khusus adalah
mahasiswa mampu

1. memahami operator diferensial dan sifat-sifatnya;

2. menyelesaikan persamaan diferensial linear orde tinggi dengan
koefisien konstan menggunakan operator diferensial (operator

D).

81
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Bentuk umum persamaan diferensial linear orde n nonhomogen
adalah

an(@)y™ + an 1 (2)y" Y 4 ary + agy = g(x)

dengan a,, # 0 dan g(z) # 0.

Pada bab ini dibahas penyelesaian persamaan diferensial linear no-
nhomogen hanya untuk kasus koefisien konstan dengan menggunakan
operator diferensial.

5.1 Pengertian Operator Diferensial dan Sifat-
sifatnya

Operator diferensial D, atau cukup ditulis operator D, dari
fungsi terdiferensialkan y = f(x) pada R berbentuk

_4d
 dx

Operator D dan versi orde yang lebih tinggi D" pada fungsi y = f(x)
terdiferensialkan setidaknya n kali membawa derivatif fungsi

i) = T

D*f(z) = D[Df(x)] =

4 () _
drl dx dz?

D"f(z) = DID"'f(z)]

_ ) )

Cdel demt 1 dam

Sebagai contoh, diberikan
y = 23 + x4 3¢* — 5sin (3x)
maka

d
Dy = o [2° + 2 + 3¢** — 5sin (3z)] = 32° + 1 + 6€** — 15 cos (3z)
T

D%y = 6z + 12¢* 4 45sin (32)
D3y = 64 24¢* 4 135cos (3z)

dan seterusnya untuk orde-orde yang lebih tinggi.
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Penggunaan operator D pada fungsi-fungsi elementer diantaranya fung-
si eksponensial, fungsi sinus dan cosinus, dan fungsi polinomial dibe-
rikan sebagai berikut.

1. D pada fungsi eksponensial

DN = — M = 2\, (5.1)

Ax

ini menunjukkan e** adalah fungsi karakteristik dari D dengan nilai

karakteristik A.
Untuk orde tinggi D™ dengan n > 2, diperoleh

Dne® = jxine/\x = % [%(%EM)} — AT

2. D? pada fungsi sinus dan cosinus

D?sin (Bzr) = —f?sin(Bx)
D?cos (fz) = —p%cos(Bx)
Hal ini menunjukkan bahwa baik sin (8z) maupun cos (Sz) merupa-
kan fungsi-fungsi karakteristik dari D? dengan nilai karakteristik —32.
Lebih jauh, pandang orde tinggi D?" = (D?)", diperoleh
D?"sin (Bx) = (D*)"sin(fBz)
= D2[D2(---D2Sinﬁx)}
= (= p%)"sin(Ba)
D?"cos (Bz) = (D*)"cos(Bx)
= D2[D2<-~-D2cosﬁx>]
= (—52)ncos (Bx)

3. D pada fungsi polinomial
Untuk k£ > 1, diperoleh

Dzt = i kak—1

x

Drzk = ﬁmk =k(k—1)---(k—n+1)aF™m
x

Lebih khusus, untuk k < n, diperoleh
D"zF = 0.
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Sebagai contoh

Doz3 = 22 =0.

dz®
Berikutnya, dibicarakan operator D pada fungsi polinomial dan

sifat-sifatnya.

Diberikan fungsi polinomial berderajat n

P, (x) = apx™ + 12" V4 a1z +ag (5.2)

dengan ag, a1, - - ,a, konstanta-konstanta real dan a,, # 0. Dengan
mensubstitusikan D = z ke persamaan (5.2) diperoleh

Po(D) = ap,D™ + ap 1 D"V -+ a1 D + ag (5.3)

disebut polinomial operator D berderajat n.
Adapun sifat-sifat polinomial operator D sebagai berikut:

1. Linear

Teorema 5.1. Jika P,(D) polinomial operator D berderajat n
P,(D) = a, D" + ap1D" ' + -+ a1 D + ap,

maka untuk setiap a dan b bilangan-bilangan real dan f dan g
keduanya fungsi terdiferensialkan minimal n kali, berlaku

Po(D)[af(z) + bg(x)] = aPu(D) f(z) + bPu(D)g(x)

2. Aturan penjumlahan

Teorema 5.2. Jika P,(D) dan Q. (D) keduanya polinomial ope-
rator D masing-masing berderajat n dan m, maka untuk setiap
fungsi f yang terdiferensialkan sedikitnya maks(n,m) kali, ber-
laku

[Pa(D) + @m(D)]f(x) = Po(D)f(x) + Qm(D)f(x)
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3. Aturan perkalian

Teorema 5.3. Jika P,(D) dan Q. (D) keduanya polinomial ope-
rator D masing-masing berderajat n dan m, maka untuk setiap

fungsi f yang terdiferensialkan sedikitnya maks(n,m) kali ber-
laku

[Pa(D)Qun(D))f () = [@m(D)Po(D)]f(x) = Po(D)[Qum (D) f ()]

4. Aturan substitusi nilai karakteristik

Teorema 5.4. Jika P, (D) polinomial operator D berderajat n,
maka
P,(D)e* = P,(\)e* = e P, ()),

dan

P,(D?)sinfz = P,(—f?)sinfz = sin fzP,(—45?),
Py(D?*) cos Bz = P,(—B?%) cos fz = cos fzP,(—5%)

dengan X dan [ konstanta-konstanta real.

Bukti. Pertama, diperoleh

P (D) = P, (i) e

dx

dm dn—l A
= (an% +an_1W +"'+a1D+a0>€ o
= <an)\" F A N A+ ao) e

= P, ()
Untuk selanjutnya,
P,(D?)sin Bz
= (an(DQ)" +an_1 (D) 4 4 D? + ag> sin Sz
= (an(=8" + anoa (=5 ot a1 (=52 + ao ) sin B

Pn(_ﬁQ) sin 6$
= sinBzP,(—5°)

Untuk kasus P, (D?) cos 3z serupa. O
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. Aturan perkalian dengan eksponensial

Teorema 5.5. Diberikan P,(D) polinomial operator D berdera-
jat n. Maka

D" M f(x)] (D + \)"f(x), (5.4)
Pu(D)[e¥ f(z)] = ePu(D+\)f() (5.5)

dengan f(x) fungsi terdiferensialkan minimal n kali pada R.

Bukti. Pertama akan dibuktikan dengan menggunakan induksi
matematika.
Pertama, untuk n = 1:

d

D[ f(@)] = - [¥ ()] = & (o) ) = M (DN (x).

Kedua, untuk n = k anggap benar berlaku
DF [e)‘xf(x)] = e)‘x(D + /\)kf(:c)
Dengan demikian, diperoleh
Dk-i—l [ekxf@:)] — D[Dk(e)\zf(x»}

= D+ N)[(D+Nf(2)]
(D + N f ()

Untuk bukti selanjutnya,

P, (D) [e’\mf@)] = [anD" +ap1D" '+ +ay D+ ao]
(e f (@)
= M[an(D+N"+ap_1(D+ X"+
+a1(D + A) + aol f(z)
= P (D+\f(x)

Bukti telah selesai. O

Selanjutnya dikenalkan fungsi operator D dalam ekspansi deret

Taylor.
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Definisi 5.6. Diberikan f(x) fungsi konvergen seragam pada R. Fung-
st operator f(D) didefinisikan dalam suku-suku ekspansi deret Taylor
f(z) di sekitar x = 0:

o o) dn
s0) = o=y
n=0 0

n

=0
n—
o Lot o (5.6)
n! dax" lz=oda™’ ’
n=0
Sebagai contoh,
1 oo
— = D"=1+D+D?*+D*+---
—5 > +D+D*+ D%+
n=0
P = iiD” L+ D+ 3 D2+ Ipsy
N n! B 3!
o0
- (=" ons1 Lo 1.5
D = — 2 Dt =pD__D D
> Z(2n+1) T

O:O
cosD = Z

dan lain sebagainya.

5.2 Kernel Operator D

Sebagaimana definisi umum dari kernel operator, kernel dari operator
DF k=1,2,---, pada ruang fungsi real terdiferensialkan didefinisikan
sebagai berikut:

Definisi 5.7.
kerD* = {f(z)| D" f(x) = 0}

Jadi, kerDF adalah himpunan semua fungsi polinomial berderajat pa-
ling tinggt k — 1, yakni

kerDF = spcm{l z, z’ zF1y
= {ck— o +ck, k 2+---—|—clx+c0\

dengan cg,c1,--- ,cx—1 konstanta-konstanta.
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Lebih jauh, dapat dituliskan kernel polinomial P, (D) operator D yang
merupakan ruang penyelesaian persamaan diferensial linear orde n ho-
mogen dengan koefisien-koefisien konstan:

Po(D)y(@) = apy™ (z) + ap_1y™ V() + - + ary/ (z) + aoy(z) = 0.

Nilai ker P, (D) mengambil bentuk-bentuk selisih yang tergantung pa-
da P,(D). Dengan menerapkan aturan perkalian dengan eksponensial
dan aturan substitusi nilai karakteristik, diperoleh hasil yang diingin-
kan.

Teorema 5.8. Diberikan P, (D) polinomial operator D.

1. Jika P, (D) adalah perkalian n faktor-faktor linear berbeda (untuk
sederhananya, diambil a, = 1 sekarang dan selanjutnya),

P,(D)=(D—-11)(D—rg)--- (D —ry)
dengan r; # r; untuk setiap i # j dan i,j € {1,2,--- ,n}, maka

Pn(D) = Span{erlmv €T2x7 e 767“7127}
n

- (S
1=1

2. Jika P,(D) adalah perkalian k faktor-faktor linear berulang yang
berbeda,

C1,C2, ++ ,Cp konstanta—konstanta}

Po(D) = (D = r1)™(D — r9)™ -+ (D — 13,)"

dengan r; # rj untuk setiap i # j dan i,j € {1,2,--- ,k} dan

r; > 1 untuk setiap i = 1,2,--- , k, Zle n; = n, maka
P,(D) = span{ze™® z?e"® ... gMTLeMT L pethT g2eThT
ng—1_rpx
c,a T e R

3. Jika P,(D) adalah perkalian k faktor-faktor kuadratik berbeda,
dan dalam kasus ini n = 2k,

Po(D) = [(D —a1)* + B [(D — a2)? + B3] - [(D — aw)® + ]
dengan o; # o, atau f; # B untuk i # j, maka

kerP,(D) = span{e®® cosfix,e*sin Biz;- -+ ;e cos By,

e+ sin B}
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4. Jika P, (D) adalah perkalian p faktor kuadratik berbeda yang ber-
ulang,

Po(D) = [(D—a1)*+57]™ [(D—a2)?+B3]™ - - [(D—ayp)?+B5]"™
dengan o; # o, atau B # B untuk i # j, maka

kerP,(D) = span{e®* cos 1z, e " sin Bz, xe™'” cos fix,

alx ni—1 _ajx
1 1—1lgoa

sin 1z, ,x cos Bz,

-1
m—1 oz

ze
T sin frz; - - - ;€7 cos P,
e™?" sin Bz, £eP” cos Bpx, v sin By, - -,

npfleapx npfleap:r sin Bpx}

T cos Bpx, T

Contoh 5.9. Diberikan

Pra(D) = (D —2)(D = 5)*[(D +3)* + 4][(D — 7)* + 16]*

maka
kerPia(D) = span{e®®;ed®, xe5® x2e5%; e 737 cos 2z, e 3% sin 2u;
e’ cos4x, e™ sin 4z, ze™ cos 4x, ve™® sin 4z,
2™ cosdx, x%e’™ cos 4z, x%e" sin 4z,

2™ cosdx, xe

= ape® + (bo + bz + bz$2)65m
+(c1 cos 2z + ¢y sin 2z )e 3%
+(do + dyz + doz® + dgxg)em cos 4z
(

+(eg + erz + eax® + 63x3)e7’” sin 4x

™ cos da, 3™ sin 4}

dengan ag, by, b1, ba, c1, o, dy, d1, ds, ds, eg, €1, €2, e3 konstanta-kontanta
real.
5.3 Invers Operator D

Invers operator D, ditulis D~!, dapat didefinisikan sesuai dengan
Teorema Dasar Kalkulus. Karena

;;/xoxf(:m) dx1=D/;f(5U1) dry = f(z)
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dengan f(z) fungsi kontinu pada selang terbatas [a,b] dan x¢ € [a, b],
maka invers operator D pada fungsi kontinu f(x) dapat didefinisikan
dalam integral tentu berikut:

D1 f(z) = / (1) da.

Lebih jauh, dapat dengan mudah didefinisikan invers operator D orde
tinggi pada fungsi kontinu f(z) pada selang terbatas:

D7?f(x) =

D™ f(x)

D f(x) =

(D™ f(z) = D7D f(x)]
/m < ) 1 f(x2) d:cQ)dxl

0

(D™’ f(x) = /x: /g: (/ﬂj2 f(x3) d$3> dzy diy

(D) f (=)

UL o )i

zo 0

Untuk lebih jelasnya, diberikan contoh-contoh berikut:

1.

D 'cos3z

z 1
= / cos 3x dr1 = g(sin 3x — sin 3xp)

0

1 1
— §sin3:1:+c: gsin3:v+k:erD

z )
/xo (/xo To dm)dxl

1 1 1 1
/ §($% —23) day = 6333 - §x§m + §x3
Z

0

1 1
6333 +cix+co = 6333 + kerD?.

Dengan menggunakan representasi deret Taylor (5.6) pada fung-
si operator D, aturan perkalian polinomial operator D, dan definisi-
definisi invers operator D~* pada fungsi kontinu, dapat didefinisikan
invers operator polinomial P, (D) sebagai berikut:
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Definisi 5.10. Diberikan
Pu(D)f(x) = (anD" + ap-1 D" + -+ a1D + ap) f(x) = g(x)
dengan f(zx) dan g(x) keduanya fungsi-fungsi terdiferensialkan.

1. Jika ag # 0, maka

1
= [P,(D)]! —
f(z) [P(D)] ™ g(x) PH(D)Q(:E)
- . (x)
T @Dt an D"t taiD+ag’
ad 1 /ay, P
= Y (2Dt 2D) ().
= ao \ ag ao
2. Jika ag = a1 = =ak_1 =0 untuk 1 < k < n dan a # 0,
maka
f@) = [Pu(D)] (@) = 5 gla)
- ' (x)
4 D" + a1 D" + - + ay DF?
1 _
= D Fg(x)

an D"k + ap DR 44y

Akibat dari definisi [P, (D)]™! dan aturan perkalian, memenuhi sifat
berikut:

Akibat 5.11. Jika P,(D) dan Qpn (D) keduanya polinom masing-
masing berderajat n dan m, maka

1 1
D)D)’ " = Gumip o)
S S
Pa(D) Gun(D)
1

dengan f(x) fungsi terdiferensialkan pada suatu selang.
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Akibat 5.12. Jika P,(D) dan Qm(D) keduanya polinom masing-
masing berderajat n dan m, maka

1 1
flz) = W <Qm(D)f(x)>
1

Qm(D) (mﬂi))

dengan f(x) fungsi terdiferensialkan pada suatu selang.

5.4 Penyelesaian Persamaan Diferensial
Linear Nonhomogen dengan Koefisien Kon-
stan

Bentuk umum persamaan diferensial linear orde n nonhomogen
dengan koefisien-koefisien konstan sebagai berikut:

dny dn—ly dy
andm—n+an,1W+-~+a1%+aoy:g(m) (5.7)
dengan ag,ay,--- ,a, konstanta-konstanta, a, # 0, dan g(z) # O.

Bentuk persamaan (5.7) dalam ekspresi operator D adalah
(anD” +ap 1 D" '+ 4 a1D+ ao)y =g(x) (5.8)

Penyelesaian partikular persamaan (5.7) adalah

@) = ppy9(a) (5.9)

Untuk mendapat penyelesaian persamaan partikular dari persamaan
diferensial biasa nonhomogen dengan koefisien-koefisien konstan, akan
dibahas dalam beberapa kasus untuk fungsi g(z).

1. Kasus g(z) fungsi eksponensial
Untuk mendapatkan penyelesaian kasus g(z) fungsi eksponensial,
misal g(z) = Ae®®, diberikan dalam teorema berikut.

Teorema 5.13. Diberikan persamaan diferensial

P,(D)y = Ae*™® (5.10)



Bab 5. Penyelesaian Persamaan Diferensial dengan Operator D 93

(i). jika P,(a) # 0, penyelesaian partikular (5.10) adalah

1 Aot — 1

w(*) =5 D) () Ae

(ii). jika Py(a) = 0, yakni Py(D) = (D—a)*P,_(D),1 < k < n,
penyelesaian partikular (5.10) adalah
k

A T k\ az
yp(x) = P (@) (ﬁ + kerD >e

Bukti. Sesuai dengan aturan substitusi nilai karakteristik, dipe-

roleh
P,(D)e*™ = AP,(a)e*. (5.11)
(i). Karena P,(a) # 0, persamaan (5.11) dibagi dengan P,(a),
diperoleh
1 Ae®®
P,(D)Ae** = P,(D = Ae®.
P,(a) (D)Ae ( )(Pn(a)) ¢

Dengan membandingkan persamaan diferensial (5.10), ini me-

nunjukkan bahwa
A6a$

yp(aj) Pn(a) .
(ii). Karena P,(a) = 0, polinomial P, (D) dapat ditulis dalam
bentuk

Py(D) = Py (D)(D —a)¥,  Pyy(a) #0,
sehingga diperoleh bentuk
Pu(D)y = (D = a) Py y(D)y = Ac™.
Karena

(D — a)*P,_4(D) [(%xk + keer)e‘””} (5.12)

= P,_x(D—a) {e”(%xk + keer)]

1
= Pn,k(a)eaer[(gxk + kerD")

= P,_i(a)e™ (5.13)
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oleh karena itu diperoleh
A .:Uk k ar
— (ﬁ + kerD >6

Bukti telah selesai. O]

Berikut diberikan dua contoh dalam mendapatkan penyelesaian
partikular menggunakan Teorema 5.13.

Contoh 5.14. Tentukan penyelesaian partikular dari persamaan

3y// o 2y/ + 8y — 5631:

Penyelesaian:
Dengan menggunakan Teorema 5.13 (i), diperoleh

1 £ 3 5e3% 5 4.
— ¢ — = —€
3D2 —2D +8 3-32-2.348 29

Yp(z) =
O

Contoh 5.15. Tentukan penyelesaian partikular dari persamaan

(D —1)(D+5)(D—2)3y = 3e"

Penyelesaian:
Dengan menggunakan Teorema 5.13 (ii), diperoleh

B 1
w(r) = (D —1)(D+5)(D - 2)3
x 3e”

(1 +5)(1-2)3

3e%® 1
6 2°°

3e”

|
8

O]

Contoh 5.16. Tentukan penyelesaian partikular dari persamaan

(D —1)(D+5)(D —2)3y = 3¢**
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Penyelesaian:
Dengan menggunakan Teorema 5.13 (ii), diperoleh
1
— 3 2x
w@) = Do hmrs D 2P
3 3e?®
T O3I2-D(2+5)
1
— ﬁx3€2:13
O

Teorema Input
orema 5.13.

Akibat 5.17.

Eksponensial berikut merupakan akibat dari Te-

Teorema Input Eksponensial Diberikan P, (D)

polinomial berderajat n. Penyelesaian partikular persamaan di-
ferensial (5.10) adalah

(

azr

PeTga) ’ Pn(a) 5& 0
% , Pn(a) =0 asalkan P)(a) # 0
% , Ppo(a) = P! (a) =0 asalkan P,”(a) # 0
yplz) = .
xkeaz k—1
2 ) ,P,(a) =Pl (a)="---= P7(1 )(a) =0,
PP (a) £0
Contoh 5.18. Tentukan penyelesaian partikular dari persamaan
(D —2)(D — 4)3y = 5e*®
Penyelesaian:
Karena
P/ (D) = (D —4)*4D —10),
P’(D) = (D—-4)(12D - 36),
P"(D) = 12(2D -7)
P4) = P4)=P'4)=0,P"(4)=12+#0
sehingga penyelesaian partikularnya adalah
53t 5 3 4a
yp(x) = P///(4) = E$ €
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. Kasus ¢(z) fungsi polinomial

Untuk menentukan penyelesaian partikular kasus g(z) fungsi po-
linomial, yakni g(z) = Py(z), diberikan dalam dua contoh beri-
kut

Contoh 5.19. Tentukan penyelesaian partikular persamaan

y" — 5y + 3y + 2y = 22 4+ 42% — 62 + 5.

Penyelesaian:
Bentuk operator D persamaan di atas adalah

(D3 —5D?* + 3D +2)y = 22> + 42® — 62+ 5

dengan penyelesaian partikularnya adalah

yp(z) = D3_5D21+3D+2(2x3+4x2—6a:+5)
_ ;:1+(D3_51DQ+3D)/2}(2353+4352_6x+5)
- % :1 - %(D?’ —5D%+3D) + i(—w? +3D)% — é(3D)3
(223 + 42° — 6 + 5)
- %:1—gDJr%D2—%D3}(2m3+4m2—6m+5)
= :E3—g:v2 %x—gig

Catatan: Pada proses penyelesaian di atas muncul suku i(—5D2+
3D)? yang sebenarnya adalah $(D*—5D%+3D)?, hal ini dikare-
nakan (D?)2(223 + 422 — 62 + 5) = 0. Begitu juga muncul suku
—1(3D)3. O

Contoh 5.20. Tentukan penyelesaian partikular persamaan

y/// - 3y" + 2y/ — x3 _ 2x2

Penyelesaian:
Bentuk operator D persamaan di atas adalah

(D3 —3D? +2D)y = 23 — 22°
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dengan penyelesaian partikularnya adalah

w(z) = 35— 311)2 - 2D(x3 — 22%)
1
~ D1-D)(2-D) (% = 227)

1
= ———(1+D+D?+ D% (2 - 22%)

D@ - D)
- %[%(1—1—%D+%D2+éD3>}(x3+x2+2x+2)
Dl

3. Kasus g(x) fungsi sinus atau cosinus
Untuk g(z) = Asinbx atau g(x) = Acosbzx, penyelesaiannya
telah diberikan dalam persamaan (5.9) seperti kasus sebelumnya,
yakni

yp(z) = (D) (A cosbx + Bsinbzx)

Terdapat dua kasus:

(a) Pn,(D)sinbz # 0 dan P,(D) cosbx # 0
Dalam kasus ini, dibuat penyebut (denominator) menjadi
fungsi dari D? lalu diterapkan aturan substitusi nilai ka-
rakteristik. Untuk jelasnya diberikan contoh berikut.

Contoh 5.21. Tentukan penyelesaian partikular persama-
an

"

29" + 9" — 5y + 3y = 3sin 2z

Penyelesaian:
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Penyelesaian partikularnya adalah

1 .
W) = Spiypr_spygotinZy)

_ (2D*-5D)—(D*+3) . .
= @D 5D2 (D1 3) (3sin2z)
2D3 -~ D? -5D -3
D2(2D2% —5)2 — (D2 + 3)2(
3
(—4)[2-(=4) = 5]* = (-4 +3)?
(2D® — D? — 5D — 3)sin 2z

3sin2z)

3
= ——(26cos 2z — sin 2z)

677
atau
1 .
W) = Spiypr_spygotinz)
1
= 3 in 2
2(—25)D -2 —5D+3 "
-3
= - gi 2
13D+ 17
-3 (13D — 1) 2
= sin 2x
13D +1\13D —1
1 .
3

— —(169(__22) 5 (13D — 1) sin 2z

= i 26 cos 2x — sin 2x
677

O

(b) P,(D)sinbz =0 dan P,(D)cosbx =0
Dalam kasus ini, (D?+b?) sinbx = 0 dan (D? +b?) cos bz =
0, P,(D) mengambil bentuk

P,(D) = P,_oi(D)(D? + b*)*, k>1

Untuk menentukan penyelesaian partikular kasus ini, di-
awali dengan teorema berikut.
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Teorema 5.22. Bahwasannya berlaku

(=17

1 _ %
m cosbr = W:ﬂ COS bx,
1 . _ (_1)]) 2p —
mSlnb(I} = WQI Slnbx7 P = 1,2,"'
1 _ (_1)p 2p+1 _:
WCOSZ)(I} = (2p+ 1)!(2b)2p+1$ Slnb.’I,',
1 . (_1)p+1 2p+1
msmbx = (2p+ 1)!(2[))277""1:1; COS b.’L‘,
P = 17 27 e
Bukti. Dengan menerapkan aturan perkalian eksponensial,
diperoleh
(D? + b2k (zkeib®) = m[ D + ib)? b ]kxk
= ™(D + 2ib)*DFa*
zbac k(2b) k!
Dengan menggunakan rumus Euler, yakni e = cosz +
isinz, untuk k = 2p,p=1,2,---, diperoleh
(D? +b*)%P (2% cos ba + iz*Psinbz) = (2p)!(2b)%P(—1)P

(cosbx + isinbx)
Dengan menyesuaikan bagian real dan imaginer, diperoleh

(D? 4+ b*)* (2P cos bz) = (2p)!(2b)*P(—1)P cos bz,
(D? 4 b*)*(2* sin bz) = (2p)!(20)*P(—1)P sin bx
dan diperoleh hasil yang diinginkan.
Dengan cara serupa, untuk ¥k =2p+ 1,p =0,1,2,---, di-
peroleh
(D? + b?)* T (%1 cos bx + ix?P sinbx) =
(2p 4+ 1)!(2b)?P(—1)P (i cos bx — sin bx)

Dengan mengambil bagian real dan imajiner, diperoleh ha-
sil yang diinginkan.
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Selanjutnya, untuk menentukan penyelesaian partikular ka-
sus P, (D) = 0 sebagai berikut:

1
yp(x) = Pn_zk(D)(DQ—i-bz)k(
1 1
(D2 + b2k [Pn_Qk(D)

Acos bz + Bsinbx)

(Acosbx + Bsin bx)]

Bukti telah selesai. O

Contoh 5.23. Tentukan penyelesaian partikular persama-
an

(D —1)*(D — 2)(D? 4 4)%y = 4sin 2z

Penyelesaian:
Penyelesaian partikularnya adalah

1

Yp(z) = (D—1)2(D—2)(D2+4)24Sin2x

4 1

(D2 + 4)? [(D —1)2(D - 2)

_ 4 (D+1)%(D +2)

(D2 44)2 [(DQ —1)2(D? — 4)

- _;OM(D?’ +4D* 4+ 5D + 2) sin 2z
1 1

= _%m@ cos 2z — 14 sin 2x)

sin 2:10)}

sin 23:}

%xQ(cos 2x — 7sin 2x)

Cara lain untuk menyelesaikan kasus g(x) = Acosbx +
Bsin bx adalah pertama dengan menggunakan rumus Eu-
ler untuk menyatakan cosbzr dan sinbx dalam suku-suku
eksponensial kompleks,

1 . ) 1 . )
cosbxr = 5(6’” + ey, sin bx = Z(e’bm — e ib7)

atau

cosbr = Re{e®}, sinbz = I'm{e**}.
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Selanjutnya menentukan penyelesaian partikular dalam ca-
ra yang sama seperti halnya g(z) merupakan fungsi ekspo-
nensial kompleks. Sebagai contoh, penyelesaian partikular
persamaan dalam Contoh 5.21 adalah

1 .
yp(x) = 5D% 1 D? _5D+3(3sm2x)
1 3

_ 2 (2 —2ix
= i D _sD+3l2i ¢ ° )]

i[em‘m 1 1}
2i 2(D +2i)3 + (D +2i)%2 —5(D + 2i) + 3

—e_m[ . 1. . 1]
2(D —2i)3+ (D —2i)2—5(D —2i)+3

3 22i:c 2—2i:c
- Z[—1—26i_—1+261]
3 1
= 2 [(=1+ 26i)(cos 2z + isin2
9 677{( + 26i)(cos 2z + isin 2x)
—(—1 — 267)(cos 2x — isin 2z)]

3
= ﬁ(% cos 2z — sin 2x)

4. Kasus g(z) perkalian fungsi eksponensial dan polinomial
Untuk kasus g(x) merupakan perkalian fungsi eksponensial dan
fungsi polinomial, misalkan g(x) = P,,(x)e®*, penyelesaian par-
tikurnya adalah

1 1

axr ax

Contoh 5.24. Tentukan penyelesaian partikular persamaan

(D —3)%y = ze*
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Penyelesaian:
Penyelesaian partikularnya adalah

1 2x
Yp(z) = wa
1
_ 2x
(R e
1
_ 2x
- S -1t
2x 1
= —=
(D2 —-2D +1)
= e**[1 - (D?-2D)|x
= e (z+2)
O
Contoh 5.25. Tentukan penyelesaian partikular persamaan
(D —3)%(D* = 2D +5)(D +2)y = (2* — 3z + 1)e**
Penyelesaian:
Penyelesaian partikularnya adalah
yp(z) = ! (2% — 3z + 1)e**
P (D —3)%(D? — 2D + 5)(D + 2)
_ 2x 1
B (D+2)-3)2((D+2)2?-2(D+2)+5)
! (z® =3z +1)
—(2° — 3z
(D+2)+2)
1
2x 2
= — 1
 Diripitapi a2 Y
1
_ 2 2
= e 7207271)(1‘ 3x+1)
1 27 27,2
2 2]/..2
= = 14+ %Dy (2D } 341
‘ 20[ oD+ (5g) D)@ = 3w )
= i[562 - ix—l— g}e%
20 107 2000 ¢
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5. Kasus g(z) perkalian fungsi polinomial dan fungsi sinus
atau cosinus
Untuk kasus g(z) merupakan perkalian fungsi polinomial dan
fungsi sinus atau cosinus, misalkan g(z) = P,,(z)(Acosbx +
Bsin bx). Untuk menentukan penyelesaian partikularnya, perta-
ma nyatakan fungsi sinus atau cosinus dalam bentuk eksponensi-
al kompleks, selanjutnya gunakan metode dalam kasus perkalian
fungsi eksponensial dan fungsi polinomial:

1

yp(r) = mpm(m)(Acosbm+Bsinbx)
1 . ibx 1
_ 5(A—zB)ebmlﬂm(m)

1

1 . —ibx
—}—i(A—i—zB)e 7Pn(Dfib)Pm(x)

Contoh 5.26. Tentukan penyelesaian partikular persamaan

Y — 4y = (x* — 3)sin 2z

Penyelesaian:
Penyelesaian partikularnya adalah
() = #(J}z — 3)sin 2z
T
1 2 2z
1 ) 1 : 1
- T {7[ 29w =2 } 2 }
(0 G K > vy S v e
T 2ix L. Lo —2ix L. Lo
= Im{ [ (14 5D~ -D?) — e ¥ (1~ ZiD - _D?)
16 2 8 2 8
(2% - 3)}
1 2 .
= 3 [(42® — 13) sin 2z + 4 cos 2| .
O

6. Kasus g(x) perkalian fungsi eksponensial dan fungsi si-
nus atau cosinus
Untuk kasus g(x) merupakan perkalian fungsi eksponensial dan
fungsi sinus atau cosinus, misalkan g(z) = ¢®*( A cos bx+ B sin bx),
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untuk menentukan penyelesaian partikurnya paling mudah ada-
lah menyatakan fungsi sinus atau cosinus dalam bentuk ekspo-
nensial kompleks. Di sini ada dua kemungkinan

(a) Jika P,(a=+ib) # 0, maka dapat diterapkan secara langsung

aturan substitusi nilai karakteristik untuk mendapatkan pe-
nyelesaian partikular:

1
yp(x) = (D) e (A cosbx + Bsin bx)
_ L AZIB e 1 ATIB iy
2 Py (a + ib) 2 Py (a — ib)

Contoh 5.27. Tentukan penyelesaian partikular persama-
an

Y’ — 2y + 2y = e**(2cosx — 6sinz)

Penyelesaian:
Penyelesaian partikularnya adalah

1
yp(z) = 22D, I [62”3(2 cosz — 6sinz]
= m_im [(1+30)e® 07+ (1 - 33) 2707
e(2+i)z
43 e e 2
(2—i)x
+(1 — 34) c

(2—-i)2—-22—1i)+2

2
= 562“3(7 cosx — sinx)

O]

Jika P, (a=+ib) = 0, maka dapat diterapkan aturan perkalian
eksponensial dan menggunakan definisi invers operator D.

Contoh 5.28. Tentukan penyelesaian partikular persama-
an

(D —1)(D? — 6D + 13)y = 4¢3 cos 2
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Penyelesaian: penyelesaian partikularnya adalah

Yp(z) =

(D —1)(D? — 6D + 13)4€3® cos 2

1 ) )
9 (34+2i)x (3—2i)x
[(D—3)2+4](D—1) [e te }
1 [ 2 e(3+2i)x]
(D—3)2+412+42i
n 1 { 2
(D—3)2+41l2—2
. 1
A\ ,(8+20)x

(1=)e DD +4i)"

1

-\ (3—2%)z
(1+1d)e 7D(D—4Z’)1

e(SfQi)x:|

DN =

1

2

1

gxeg”"(l —i)(cos 2x + i sin 2x)
i

—gxe%(l + i)(cos 2x + i sin 2x)
i
3:2(

2%e sin 2z — cos 2z)

Cara lain lebih sederhana dengan menggunakan cara sebe-
lumnya adalah

Yp()

1
BCED T
1
(D +2)(D? + 4)

1 [D-2
5 ilDT

= 4¢3 cos 2x

43" cos 2z

1
= (sin 2z + cos 2x)

D244

1
= er‘% (sin 2z — cos 2x)

O

7. Kasus g(z) perkalian fungsi polinomial, eksponensial, dan
sinus atau cosinus
Pandang kasus umum g(x) = By, (x)e®” (A cos bx + Bsin bx). Me-
tode untuk mendapatkan penyelesaian partikular sama seper-
ti sebelumnya yakni g(x) perkalian dari fungsi polinomial dan
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fungsi eksponensial:

yp(z) = PnzD) P (z)e**(Acosbr + Bsinbx)
1 , 1
= _(A—iB)et® P ()

2 Pou(D+a+ib) ™

1 . 1
+5(A+iB)e ™™

PoDta—in) @

Contoh 5.29. Tentukan penyelesaian partikular persamaan

y" — 5y 4 6y = e cos 2z + e**(3x + 4) cos .

Penyelesaian:
Penyelesaian partikularnya adalah

1
yp(z) = D 5D 16 [e” cos 2z + € (3z + 4) cos 7]

= yi1(z) + ya(z)
dengan

1 x
U1 (l’) == me cos 2x

1
= e’ cos 2z

(D —=2)(D - 3)

= e cos 2z

(D—-1)(D—2)
= ¢ (D + 1D +2) cos 2x

(D% —1)(D? —4)

1
= Eex(D +1)(D + 2) cos 2z

1
= —%ex(cos 2z + 3sin2z)
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dan
yo(z) = DQ—El)D—i—6(3x +4)e** cos x
- i 2)1(13 g (B0 + (70
_ %e@"'i)f‘ iE i)(ll) e
+%e(2_i)’” D= Z)(;) 1) (3z +4)
= %e@“)ﬂﬁp%m(zax + 4+ 3i0)
_2%6(2_@'):(: - _11 — (3x + 4 — 3i)

1
= —562"’” (3x +10)cosx + (3z + 1) sinx

5.5 Rangkuman

1. Diberikan P, (D) polinomial operator D.

(a) Jika P, (D) adalah perkalian n faktor-faktor linear berbeda,
yakni
P,(D)=(D—r1)(D—rg)--- (D —ry)

dengan r; # r; untuk setiap ¢ # j dan ¢,j € {1,2,--- ,n},
maka,

Pn(D) = Span{erlmv €T2x7 e 767"7127}
n
- (S
i=1

(b) Jika P, (D) adalah perkalian k faktor-faktor linear berulang
yang berbeda,

Po(D) = (D — )" (D — 13)"2 - (D — 1)

C1,C2, ++ ,Cp konstanta—konstanta}

dengan r; # r; untuk setiap i # j dan i,j € {1,2,--- ,k}
dan 7; > 1 untuk setiap ¢ =1,2,--- , k, Zi?:l ni = n, maka
P.(D) = span{ze™® 2% ... gMTleMT L peTh T

.’E26Tkx, L. 7:L,nk—le'rka:}
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(c) Jika P,(D) adalah perkalian k faktor-faktor kuadratik ber-
beda, dan dalam kasus ini n = 2k,

Po(D) = [(D—an)*+B][(D—a2)*+53] - - [(D—ap)*+ 5]
dengan «a; # «, atau 8; # B; untuk 7 # j, maka

kerP,(D) = span{e®” cos f1z,e** sin f1z;- - - ;

e+ cos B, e sin Bra}

(d) Jika P,(D) adalah perkalian p faktor kuadratik berbeda
yang berulang,

Po(D) = [(D—a1)*+B7]™ [(D—a2)?+B3]™ - - [(D—ap)?+B2] "™
dengan «a; # «, atau f; # (; untuk ¢ # j, maka

kerP,(D) = span{e®* cosfix,e" sin Sz, xe** cos Bz,

nl—lqucc

e gin fix, -, x cos i o,

nl—lqucc

x sin Bix; - - ;€°7" cos By,

e“r* sin Bz, xe®?" cos Bpx, ve** sin fpx, - - -,

LT cog Bpx, 2™ 1e% gin Bpx}
2. Diberikan persamaan diferensial
P,(D)y = Ae*™® (5.14)
(i). jika P,(a) # 0, penyelesaian partikularnya adalah

ar __ ax

1 1
yp(z) = Pn(D)Ae = Pn(a)Ae

(ii). jika P,(a) = 0, yakni P,(D) = (D—a)*P,_x(D),1 < k < n,
penyelesaian partikularnya adalah

k

A o k\ ax
yp(x) = P () (ﬁ + kerD )e
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5.6

Diskusikan bersama teman-temanmu masalah-masalah berikut
1.

2.

5.7

5.8

Bahan Diskusi

Buktikan sifat linear operator diferensial D.

Bagaimana operator D menyelesaian bentuk

1 axr
F(D)"
jika F(a) = 0.
Rujukan/Daftar Pustaka

. Boyce, W.E., R.C. DiPrima, dan D.B. Meade, 2017, Elemen-

tary Differential Equations and Boundary Value Problems, 11th

edition, John Wiley & Sons

. Chen, Wenfeng, 2018, Differential Operator Method of Finding

A Particular Solution to An Ordinary Nonhomogeneous Line-
ar Differential Equation with Constant Coefficients, New York:

SUNY Polytechnic Institute, Utica

Soal-soal Latihan

sial berikut dengan menggunakan operator D:

T

(a) ¥ =y —y+y=2e"
(b y”—i—4y”/+3y—aﬁ

(
(

)
)
c)
d) y" —2y" +y =23+ 2¢°
)
)
)y

y" —y =2sinx
(e) y™ + 4y" = sin 2z + ze® + 4
(f y“’ + 2y + 2y = 3e* + 2xe™ T + e Fsinzx

(g —y =wze *sinw

. Tentukan penyelesaian partikular persamaan-persamaan diferen-

2. Selesaikan masalah-masalah nilai awal berikut dengan bantuan

operator D:
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(a) " +4y' =2, y(0)=0,9(0)=0,y"(0) =1
() ¥ +2y" +y = 3z + 4, y0) = 0,4/(0) = 0,4"(0) =
1y"(0) =1

(c) ¥"=3y"+2y' = 2z+e”,  y(0)=1,4/(0) =0,9"(0) = -2



Bab 6

Penyelesaian Masalah
Nilai Awal dengan
Transformasi Laplace

Setelah membaca dan mempelajari bab ini, kemampuan akhir
yang diharapkan secara umum adalah mahasiswa mampu:

1. memahami pengertian transformasi Laplace;
2. mempunyai kemampuan bernalar dengan logis dan sistematis;
3. mempunyai kemampuan berkomunikasi melalui diskusi materi.

Sedangkan kemampuan akhir yang diharapkan secara khusus adalah
mahasiswa mampu:

1. memahami sifat-sifat transformasi Laplace;
2. memahami sifat-sifat transformasi Laplace invers;

3. menyelesaikan masalah nilai batas dengan menggunakan tran-
sformasi Laplace;

111
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6.1 Transformasi Laplace

Definisi 6.1. Diberikan fungsi f(t) untuk t > 0. Transformasi La-
place dari f(t), ditulis L{f(t)}, didefinisikan sebagai

C{f(0)} = /0 T et (t) di = F(s)

jika integralnya ada.
Contoh 6.2. Tentukan transformasi Laplace dari f(t) = 1.

Penyelesaian:

o) P
L£{1} = / e ' dt = lim e st dt
0

P—oo 0
. 1 _ P 1
= lim ——e % ==, s>0
P—oo S 0 S

Contoh 6.3. Tentukan transformasi Laplace dari f(t) =t.

Penyelesaian: Dengan mengikuti hasil pada Contoh 6.2, diperoleh

0o P
L{t} = / e 't dt = lim et dt
0

P—oo 0
1 P P
= —7[ lim te= %! — lim e_St]
S LP—oo 0 P—oo 0
B 1[0 1} B 1
- s sl s2

Contoh 6.4. Tentukan transformasi Laplace dari f(t) = sint.

Penyelesaian:

o) P
L{sint} = / e tsint dt = lim —e d(cost)
P P
= —[ lim (e_St cost‘ + s lim e 5t cost dt)]
P—oo 0 P—co Jo
P

= — [(O —1)+s lim et cost dt)}

P—o0 0

P P
1+s[ lim <e_5tsint’0 —s/ e sint dt)}
0

P—o0

= 1+ s[0— sL{sint}]
(1+sH)L{sint} = 1
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Dengan demikian, diperoleh

1

Transformasi Laplace dari fungsi-fungsi khusus yang lainnya dapat
dilihat pada Tabel 6.1.

Tabel 6.1: Tabel Transformasi Laplace Fungsi-fungsi Khusus

No. F(t) F(s)

1. | ¢, n=0,1,2,--- s

2 et Sia

3. | sinat Zra?

4. | cosat ﬁ

5. | sinhat B

6. | coshat o2

7. | tsinat (32%;1;2)2

8. | tcosat { 5‘9224:522)2
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6.2 Sifat-sifat Transformasi Laplace

1. Sifat Linear

Teorema 6.5. Jika L{f1(t)} = Fi(s) dan L{f2(t)} = Far(s),

maka untuk sebarang ay dan ag bilangan-bilangan real berlaku
L{on f1(t) + a2 fa(t)} = cr F1(s) + anFi(s).
Bukti.
Llanhi®) +aahi®) = [ mafilt) + asfale)]
= /000 e oy fi(t) dt
—{—/OOO e oy fo(t) dt
= o /000 e St (t) dt

st t) dt
ﬂmA e fy(t)
= a1F1(3)+a2F2(s)

2. Sifat Translasi 1

Teorema 6.6. Jika L{f(t)} = F(s), maka
L{et f(t)} = F(s —a)

Bukti.

C{e (1)) = / T estent £(1) i

0

_ / T e p() dt = F(s — a)

0
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3. Sifat Translasi 2

Teorema 6.7. Diberikan L{f(t)} = F(s). Jika didefinisikan
fungsi g pada R dengan

g(t):{ ft—a) ,t>a

0 it <a

maka

L{g(t)} = e F(s).

Bukti.

o0

L{g()} = e "g(t) dt

a [e.9]

e Stg(t) dt —|—/ e Stg(t) dt

a
a

e .0 dt—l—/ e St f(t —a) dt

h e S f(t —a) dt

—S—

Dengan mensubstitusi ¢ = u + a, diperoleh
Lo} = [ e duta)
0

= e /0 e " f(u) du
= e “F(s)

4. Sifat Pengubahan Skala

Teorema 6.8. Jika L{f(t)} = F(s), maka

L{f(at)} = F(s/a)

Bukts. -
C{f(at)} = /0 e flat) dt
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Dengan menggunakan transformasi ¢t = u/a, diperoleh

C{f(at)} = / el f () d(ufa)

- 1/000 e/ f(u) du

a

= éF(s/a)

5. Transformasi Laplace dari Turunan

Teorema 6.9. Jika L{f(t)} = F(s), maka
L{f'()} = sF(s) — f(0)

Bukti.

cif(1)y = / T ety de

0

= lim | /0 " () dt}

P—oo L

—  lim :e*“f(t)’: + s/op et F (1) dt]

P—oo

_ P
= Jim [P f(P) - £(0) + 5 /0 et F (1) dt]
s /0 () di — f(0) = sF(s) — £(0).

O

Perluasan ke dalam turunan-turunan yang berorde lebih tinggi
dapat digunakan induksi matematika, sehingga diperoleh

ﬁ{f(n)(t)} — SnF(S) o Snflf(o) o 8”72]‘-/(0) ..
—sf=2(0) — f"D(0)

asalkan f(t), f'(t),- -, f® 1 (t) kontinu untuk 0 < t+ < N dan
eksponensial berorde untuk ¢ > N dan (™ (t) kontinu sepotong-
sepotong untuk 0 <t < N.
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6. Perkalian dengan t™
Teorema 6.10. Jika L{f(t)} = F(s), maka
n n dn
L{"f(t)} = (1) @F(S)-

6.3 Transformasi Laplace Invers

Jika transformasi Laplace dari fungsi f(t) adalah F'(s), yakni £{f(t)
F(s), maka f(t) disebut transformasi Laplace invers dari F'
yang dinotasikan dengan £~'{F(s)} = f(t). Sebagai contoh

) =

(s
LTH1/s?Y =t

LTH(s-2)} = &

LYL/(s+4)) = Sir;zt

dan sebagainya. Sedangkan untuk sifat-sifat operator £~! diberikan
sebagai berikut.

1. Sifat Linear

Teorema 6.11. Jika L{f1(t)} = Fi(s) dan L{f2(t)} = Fa(s),
maka untuk sebarang ay dan as bilangan-bilangan real berlaku

,Cfl{a1F1(S)+a2F2(S)} = 041[,71{}71(8)}—l—OQ[,il{FQ(S)}
= o fi(t) + azfa(t).

2. Sifat Translasi 1
Teorema 6.12. Jika L~{F(s)} = f(t), maka
LTHF(s—a)} =e"f(1)
3. Sifat Translasi 2

Teorema 6.13. Jika L71{F(s)} = f(t), maka

,C_l{e_asF(S)}:{ f(t—CL) t>a

0 it <a
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4. Sifat Pengubahan Skala
Teorema 6.14. Jika L~{F(s)} = f(t), maka

_ 1
L7HF(as)} = ~f(t/a)
5. Transformasi Laplace invers dari Turunan
Teorema 6.15. Jika L71{F(s)} = f(t), maka
LTHFM(s)} = (=1)"" f(2)
6. Perkalian dengan s
Teorema 6.16. Jika L~ {F(s)} = f(t), maka
LHsF(s)} = (1), untuk £(0) =0,
dan

L7YsF(s)} = f(t) + f(0)5(t), untuk f(0) # 0.
dengan 6(t) fungsi delta Dirac.

Agar lebih jelas cara mendapatkan transformasi Laplace invers, dibe-
rikan dua contoh berikut.

Contoh 6.17. Tentukan transformasi Laplace invers dari

1

Fls) = s(s?—1)

Penyelesaian:
1 1 1 1 1 1
g} - ot
s(s?2 —1) s+23—1+2s+1

- ooy e ()

1 1
= —1+§6t—}-§€_t:COSht—1

Contoh 6.18. Tentukan transformasi Laplace invers dari

s+1

Fs)= "~
(5) s2+s+1
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Penyelesaian:
E_l{ s+1 }: E_l{(s+§)+§}
s24+s+1 (s+4)2+3
1 V3
_ L—l{”iihiﬁ—l{i}
(s+3)2+3 V3 (s+3)2+32

= e

S VB 1 V3B
2

CcOos T + —e sin ——

6.4 Penyelesaian Masalah Nilai Awal dengan
Transformasi Laplace

Berikut beberapa contoh penyelesaian masalah nilai awal, pertama
kasus persamaan diferensialnya berbentuk persamaan diferensial linear
dengan koefisien-koefisien konstan.

Contoh 6.19. Diberikan fungsi y = y(t). Selesaikan persamaan dife-
rensial berikut

y'(t) +y(t) =t
yang memenuhi y(0) = 1 dan y'(0) = —2.

Penyelesaian: Dengan mengambil transformasi Laplace kedua persa-
maan

L") +y()} = L{t}

1
7Y (s) = sy(0) =4/ (0) + Y (s) = 2
1
Y (s) —s+24+Y(s) = -
S
Dengan demikian, diperoleh
1 s—2 1 S 3

Y(s) = L{y(t)} =

22+ P4l £ 2 1 24l

Dengan mengambil transformasi Laplace invers persamaan terakhir di
atas, diperoleh penyelesaian

1 s 3
_ —1 _ —1 - .
yt) = LYY ()} =1L {82+82+1 SQH}
= t+4cost—3sint.
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Selanjutnya, contoh penyelesaian masalah nilai awal dengan kasus per-
samaan diferensialnya berbentuk persamaan diferensial linear dengan
koefisien peubah.

Contoh 6.20. Selesaikan persamaan diferensial berikut
ty"(t) +y'(t) + dty(t) = 0
yang memenuhi y(0) = 3 dan y'(0) = 0.

Penyelesaian: Dengan mengambil transformasi Laplace kedua persa-
maan

L{ty"(t) +y'(t) +4ty(t)} = L£{0}

{2V () s9(0) ~ (O)) + Y () ~5(0) ~ ¥(s) = 0
(52+4)%+5Y = 0

Dengan demikian, diperoleh

g . sds 0
Y o s244
dengan penyelesaian
C
Y(s) =
s2+4

dengan C' suatu konstanta. Dengan mengambil transformasi Laplace
invers persamaan terakhir di atas, diperoleh

y(t) = CJo(2t)

dengan J,(t) adalah fungsi Bessel berorde n yang didefinisikan

" 2 4

- 2”F(n—|—1)(1_2(2n+2) T A 2en ) +>

Jn ()
Untuk menentukan nilai C, diperhatikan bahwa
y(0) = CJy(0) = C = 3.
Jadi diperoleh penyelesaian akhir

y(t) = 3Jo(2t)
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6.5 Rangkuman

1. Diberikan fungsi f(¢) untuk ¢ > 0. Transformasi Laplace dari
f(t), ditulis £{f(t)}, didefinisikan sebagai

LU (1)} = / T et (t) dt = F(s)

jika integralnya ada.
2. Sifat-sifat transformasi Laplace

(a) Linear. Jika L{f1(t)} = Fi(s) dan L{f2(t)} = Fa(s), maka
untuk sebarang «q dan as bilangan-bilangan real berlaku

L{a1 fi(t) + az2fo(t)} = ar Fi(s) + aaFa(s).
(b) Translasi 1. Jika L{f(t)} = F(s), maka
L{e"f(t)} = F(s - a)

(c) Translasi 2. Diberikan £{f(t)} = F(s). Jika didefinisikan
fungsi g pada R dengan

g(t)—{ f(t—a) ,t>a

10 it <a

maka,
L{g(t)} = e F(s).

(d) Pengubahan skala. Jika £{f(t)} = F(s), maka
1
£{f(at)) = LF(s/a)
(e) Transformasi Laplace turunan. Jika £{f(¢)} = F(s), maka

E{f(n)(t)} _ SnF(S) . Sn—lf(o) o Sn—2f/(0) N
—sf"2(0) = £V (0)

3. Sifat-sifat operator invers transformasi Laplace, £~ !, sebagai
berikut.
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(a) Linear. Jika L{f1(t)} = Fi(s) dan L{f2(t)} = F>(s), maka
untuk sebarang o dan as bilangan-bilangan real berlaku
LHai1Fi(s) + asFo(s)} = a1 L7HF(s)} + L Y Fy(s)}

= a1 fi(t) + azfa(t).

(b) Translasi 1. Jika L7H{F(s)} = f(¢), maka
LYF(s - a)} = e f(1)
(c) Translasi 2. Jika L71{F(s)} = f(t), maka

creerey={ Y T
(d) Pengubahan Skala. Jika L71{F(s)} = f(t), maka
L7 (Flas)} = - f(t/a)

(e) Transformasi Laplace invers dari turunan. Jika L71{F(s)} =
f(t), maka
LTHEM ()} = (=1)"t"f(1)

6.6 Bahan Diskusi

Diskusikan dengan teman-temanmu masalah-masalah berikut

1. Syarat apa saja suatu fungsi dapat memiliki transformasi Lapla-
ce. Apakah fungsi yang tidak kontinu di sejumlah terhitung titik
masih dapat ditransformasi Laplace kan?

2. Bagaimana menyelesaikan persamaan diferensial dengan meng-
gunakan transformasi Laplace tanpa ada syarat tambahan ber-
upa syarat awal dan syarat batas.

3. Suatu partikel dengan massa M bergerak sepanjang sumbu-x
dan ditarik ke titik asal dengan gaya sebesar lx, [ > 0. Sebuah
gaya peredam bekerja diberikan oleh adX/dt,a > 0. Disku-
sikan bagaimana gerakan partikel tersebut untuk semua kondisi
dengan menganggap X (0) = Xy dan X'(0) = Wj.
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6.7 Rujukan/Daftar Pustaka

1. Boyce, W.E., R.C. DiPrima, dan D.B. Meade, 2017, Elemen-
tary Differential Equations and Boundary Value Problems, 11th
edition, John Wiley & Sons

2. Spiegel, M.R, P. Silaban, dan H. Wospakrik, 1999, Transformasi
Laplace: Teori dan Soal-soal, Ul-Press

6.8 Soal-soal Latihan

Dari soal nomor 1 sampai dengan 5, tentukan transformasi Laplace
dari fungsi yang diberikan

1. tsin 3t
2. tcosh 2t
3. 23t
4. t?cost/2

5. t2sinht

Dari soal nomor 6 sampai dengan 9, tentukan transformasi La-
place invers dari fungsi yang diberikan

4
6. Go1)?

7. 3s

52—5—6

9 25s—3
© 52425+10

Dari soal nomor 10 sampai dengan nomor 14, tentukan masalah
nilai awal yang diberikan dengan menggunakan metode transfor-
masi Laplace.

10. ¥ +3y+2y =0, y(0) =1, y'(0)=0
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1L y®W —y=0, y0)=1, ¢(0)=0, ¥y (0)=-2, y"(0)=0
12. " +4y = f(t).y(0) = 0,4'(0) =1

dengan
o=y 15
18. ty"+(t—1)y —y=0, y(0)=5, y(co)=0
14. Dalam rangkaian listrik pada Gambar 6.1 dengan

E = 500sin 10t
Ry =Ry = 10 ohm

L = 1 henry

C = 0,01 farad

M &
@—
Iy
%R, C R,
L
~TO0 »

Gambar 6.1: Rangkaian listrik soal nomor 14

Jika muatan kapasitor dan arus-arus I; dan I diketahui adalah
nol pada saat ¢t = 0, tentukan besar muatan pada kapasitor saat
t>0.



Bab 7

Sistem Persamaan

Diferensial Linear Orde
Satu

Setelah membaca dan mempelajari bab ini, kemampuan akhir
yang diharapkan secara umum adalah mahasiswa:

1. mampu memahami bentuk-bentuk sistem persamaan diferensial;
2. mempunyai kemampuan bernalar dengan logis dan sistematis;
3. mempunyai kemampuan berkomunikasi melalui diskusi materi.

Sedangkan kemampuan akhir yang diharapkan secara khusus adalah
mahasiswa mampu

1. menyelesaikan sistem persamaan diferensial linear homogen;
2. menyelesaikan sistem persamaan diferensial linear nonhomogen;

3. mengaplikasikan sistem persamaan diferensial dalam kehidupan
sehari-hari;

125



126 Bab 7. Sistem Persamaan Diferensial Linear Orde Satu

Bentuk umum sistem persamaan diferensial linear orde satu
dengan n peubah adalah:

dl’l

- 1171 + G122 + - -+ + A1pTn + Q1

dxo

T fam + agero + -+ a2n Ty + g2 (7.1)

dz,

o mn + an2®2 + -+ Apn®n + gn
dengan x;, a;;, dan g; fungsi-fungsi dari ¢ untuk setiap 7,j = 1,2,--- ,n.
Jika pada sistem persamaan (7.1), koefisien-koefisien a;; semuanya
konstan untuk setiap ¢,7 = 1,2,---,n, maka disebut sistem per-

samaan diferensial linear dengan koefisien konstan, jika tidak
maka disebut sistem persamaan diferensial linear dengan koe-
fisien peubah. Sistem persamaan (7.1) disebut sistem persamaan
linear homogen jika ¢g; = 0 untuk setiap ¢,7 = 1,2,--- ,n, jika ti-
dak maka disebut sistem persamaan linear nonhomogen. Sistem
persamaan diferensial (7.1) dapat ditulis

X =Ax+g
dengan
a1 a2 ... Qin
a1 a2 ... Q2p
A=
anpl AaAp2 ... QAapp

yang disebut matriks koefisien dan

g1
g2
g=1.

9n

yang disebut fungsi vektor.

Beberapa metode yang bisa digunakan untuk menentukan penye-
lesaian sistem persamaan diferensial linear nonhomogen diantaranya
metode koefisien tak tentu, variasi parameter, dan metode matriks
eksponensial. Kita akan bahas hanya untuk sistem persamaan linear
dengan koefisien konstan baik homogen maupun nonhomogen, diawali
dengan kasus homogen.
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7.1 Sistem Persamaan Linear Homogen dengan
Koefisien Konstan

Bentuk umum sistem persamaan linear homogen dengan n peubah
adalah

x = Ax (7.2)
dengan
air a2 ... Qin
Ao asy a2 ... a2y
anl Aanp2 ... dpp

Teorema 7.1. Prinsip Superposisi Jika fungsi vektor xD dan x?
adalah penyelesaian-penyelesaian sistem persamaan (7.2), maka kom-
binasi linear clx(l) + CQX(Q) dengan c1 dan co konstanta-konstanta se-
barang, juga merupakan penyelesaian dari sistem persamaan (7.2).

Dengan mengaplikasikan Prinsip Superposisi ini, dapat disimpul-
kan bahwa jika xW x@ ... x(*) adalah penyelesaian-penyelesaian
sistem persamaan (7.2), maka kombinasi linear

exM 4+ 02x(2) + o+ ckx(k)
dengan cy,ca,--- , ¢ konstanta-konstanta sebarang, juga merupakan
penyelesaian dari sistem persamaan (7.2).

Teorema 7.2. Jika fungsi-fungsi vektor xV, x@ ... x(") bebas line-
ar yang merupakan penyelesaian-penyelesaian sistem persamaan (7.2),
maka penyelesaian x = x(t) sistem persamaan (7.2) dapat dinyatakan
sebagai kombinasi linear

clx(l) + CQX(Q) + .4 CnX(n)
secara tunggal.

Selanjutnya akan diberikan beberapa contoh mencari penyelesaian
sistem persamaan diferensial linear homogen dengan metode koefi-
sien tak tentu untuk sistem dengan dua peubah untuk beberapa
kasus nilai-nilai karakteritik real berbeda, kompleks sekawan, dan real
kembar.
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Contoh 7.3. Tentukan penyelesaian umum sistem persamaan dife-
rensial

da:l 4
— = n+z
7 1+ 22
d

% = 4z + 29

Penyelesaian:
Sistem persamaan di atas dapat ditulis sebagai

f:Eﬂx (7.3)

Asumsikan x = e dan substitusikan ini ke persamaan (7.3), dipero-

[iriJﬁFB] (7.4)

Persamaan (7.4) mempunyai penyelesaian nontrivial jika dan hanya
jika determinan matriks koefisiennya nol. Dengan demikian diperoleh

(1-7r)?%-4=0

dengan penyelesaian r; = 3 dan ro = —1 yang mana merupakan nilai-
nilai karakteristik dari matriks koefisien pada persamaan (7.3) yang
berupa dua bilangan real berbeda. Jika r = 3, sistem persamaan (7.4)
mereduksi menjadi persamaan tunggal

26 — & =0.

Jadi &5 = 2£71, dan vektor karakteristik yang bersesuaian dengan r = 3
bisa diambil

m_ |1
=
Dengan cara serupa, untuk » = —1, sistem persamaan (7.4) mereduksi
menjadi persamaan tunggal
§2 = 26
dan vektor karakteristik yang bersesuaian dengan r = —1 bisa diambil
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Fungsi-fungsi vektor penyelesaian persamaan diferensial adalah
Wy — 1] 3t @y~ | L]
x\(t) [2} e, x\(t) [_2] e "

Oleh karena itu, penyelesaian sistem persamaan diferensial (7.3) ada-
lah

x = exV(t) + eoxP(t)
_ L st L
= [2} e’ + 2 [_2] e
dengan c; dan co konstanta-konstanta sebarang. O

Contoh 7.4. Tentukan penyelesaian umum sistem persamaan dife-
rensial

d$1 1 +
— = ——11+z
dt gt
d(EQ 1
— = -1 — -z
dt 17 o2

Penyelesaian:
Sistem persamaan di atas dapat ditulis sebagai

X' = H 11} x (7.5)

2

Asumsikan x = e dan substitusikan ini ke persamaan (7.5), dipero-

leh .
Gl e

Persamaan (7.6) mempunyai penyelesaian nontrivial jika dan hanya
jika determinan matriks koefisiennya nol. Dengan demikian diperoleh
5

2
720
T —I—T+4

dengan penyelesaian r; = —% + i dan ro = —% — ¢ yang mana meru-
pakan nilai-nilai karakteristik dari matriks koefisien pada persamaan
(7.5) yang berupa kompleks sekawan. Mengikuti contoh sebelumnya,

bisa diambil
m_ |1
=[]
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1
o[}

yang merupakan kompleks sekawan. Oleh karena itu, penyelesaian
yang bersesuaian dengan persamaan diferensial adalah

x(t) = [1] e(1/240)t x@(t) = { 1»] o(—1/2-0)t

1 —1

Untuk memperoleh penyelesaian real, kita harus tentukan bagian real
dan bagian imaginer dari x() dan x(?). Kenyataannya bahwa

e 2 cost } . [e‘t/Q sin t}

11 _ -
X(l)(t) — [Z:| e t/z(COSt + zslnt) = I:—et/2 sint e /2 cost

sehingga diperoleh pasangan penyelesaian real sistem persamaan dife-
rensial yang diberikan adalah

u(t) = e '/? [ cost ] v(t) = e '/? [Sint] .

—sint cost

Jadi penyelesaian umum sistem persamaan diferensial yang diberikan
adalah

x = cu(t) + cov(t)
_ cle*t/z co'st n CQe,t/g sint
—sint cost
dengan c; dan ¢ konstanta-konstanta sebarang. O

Contoh 7.5. Tentukan penyelesaian umum sistem persamaan dife-
rensial

da:l

— = x1—x
i 1— T2
d

% = x1+3x2

Penyelesaian:
Sistem persamaan di atas dapat ditulis sebagai



Bab 7. Sistem Persamaan Diferensial Linear Orde Satu 131

Asumsikan x = £e” dan substitusikan ini ke persamaan (7.7), dipero-

leh
t = -

Persamaan (7.8) mempunyai penyelesaian nontrivial jika dan hanya
jika determinan matriks koefisiennya nol. Dengan demikian diperoleh

r*—A4r+4=0

dengan penyelesaian ;1 = 79 = 2 merupakan nilai-nilai karakteristik
dari matriks koefisien pada persamaan (7.7) berupa dua bilangan real
kembar. Untuk vektor karakteristik yang bersesuaian dengan nilai
karaktaristik r; = 2 dapat dipilih

1
o-[1]

Oleh karena itu, penyelesaian yang bersesuaian dengan persamaan di-

ferensial adalah
xD(t) = [ 11] e,

Di sini penyelesaian kedua tidak terdapat penyelesaian yang berbentuk
x = £e?! karena harus bebas linear dengan x(!). Untuk itu, penyele-
saian kedua diasumsikan dalam bentuk x = £te?!. Substitusikan x ke
sistem persamaan diferensial, diperoleh

2ete?t + e — Atte® = 0.

Karena e # 0, maka haruslah

B t+1 ¢ B
2t +&— Akt =0 atau {—t _t_i_Jﬁ—O.
Karena
t+1 t
[ -t  —t+ 1] 70,
maka haruslah
£E=0.

Namun karena kita mencari penyelesaian yang tidak nol, maka dia-
sumsikan
x? = ¢te? + et (7.9)
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dengan £ dan 7 vektor-vektor konstan dimana vektor £ telah diperoleh
sebelumnya dan vektor n akan ditentukan kemudian.

Dengan mensubstitusikan persamaan (7.9) ke sistem persamaan dife-
rensial, diperoleh vektor n yang dapat dipilih

10
=1
Jadi diperoleh penyelesaian

x?(t) = [ 11] te* + [ OJ e

Dengan demikian diperoleh penyelesaian umum sistem persamaan di-
ferensial

x = axM )+ ex® (1)

= el [

7.2 Sistem Persamaan Linear Nonhomogen
dengan Koefisien Konstan

Pada penyelesaian sistem persamaan linear nonhomogen, di sini akan
diberikan dengan metode matriks eksponensial. Adapun langkah-
langkah dalam menentukan penyelesaian sistem persamaan diferensial
linear nonhomogen menggunakan metode matriks eksponensial:

1. Menentukan penyelesaian homogen (xj) dengan langkah-langkah
berikut:

(a) Menentukan matriks koefisien A sistem persamaan diferen-
sial linear nonhomogen yang diberikan.

(b) Mencari nilai karakteristik matriks koefisien A dan menen-
tukan vektor karakteristik yang bersesuaian dengan nilai
karakteristiknya.

(c) Menentukan matriks nonsingular R dari vektor-vektor ka-
rakteristik dan menentukan invers matriks R.
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(d) Menentukan matriks diagonal M dengan M = R™1AR.
(e) Menentukan matriks eksponensial et = ReM!R~1.

(f) Menentukan penyelesaian homogen xp, = Ce?, dengan C
konstanta sebarang.

2. Menentukan penyelesaian partikular (xp) dengan melakukan langkah-
langkah berikut:

a) Membentuk matriks eksponensial e~

(
(b) Menentukan fungsi g(\)
(¢) Kalikan e=4* dengan g(\)
(d) Hitung f(f e~ Mg(\)dA

)

(e) Mencari penyelesaian partikular (xp) dari sistem persama-
an yang diberikan, yakni

¢
Xp = eAt/ e~ Mg(N) dA.
0

3. Menentukan penyelesaian umum sistem persaman diferensial li-
near nonhomogen:
X = Xp + Xp-

Untuk menggunakan langkah-langkah di atas, agar lebih jelas diberi-
kan contoh penyelesaian.

Contoh 7.6. Tentukan penyelesaian umum sistem persamaan dife-
rensial linear nonhomogen

d
% = x1+ax2—t—1
d
% = 4dx1+ 29— 4t —2

Penyelesaian:
Sistem persamaan diferensial di atas dapat ditulis sebagai

x' = Ax + g(t)

i)

dengan
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dan
—t—1
Nilai-nilai karakteristik diperoleh jika

det(A—rI)=0 =

’1—7“ 1 _o,

4 1—r

sehingga diperoleh r; = —1 dan 79 = 3.
Untuk nilai karakteristik r; = —1 diperoleh vektor karakteristik yang
bersesuaian adalah
w_ |1
<=4

Sedangkan untuk nilai karakteristik ro = 3 diperoleh vektor karakte-
ristik yang bersesuaian adalah

Dengan demikian diperoleh matriks

R=[x) x@)— [—21 ﬂ

Periksa bahwa matriks R merupakan matriks nonsingular. Setelah di-
pastikan matriks R nonsingular, kemudian menentukan invers matriks
R, yakni

a1 [1 Nt 1 (2 -1 [-3
12 o2 —2-2(-2 -1 |3

Untuk mendapatkan matriks diagonal M, adalah
L o1)f[-1 1 -1 0
_ p-1 — |72 1 _
e || P

Selanjutnya adalah menentukan matriks eksponensial

NN
| I

V]

eAt — ReMt R*l

o [-1 1] et 0
T 12 2[00 €

tet+ 13 —lem
—e~t 43t

T e |
NI
[ ==

N[ —

o N

|

-

N[

9]

w

W
L S
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Dengan demikian diperoleh penyelesaian homogen
i 17t+13t éft_'_l?;t 4
_ —t+63t 1 et 4 163t O
1,—t 4 1.3t 1,—t , 1,3t
e ]

Xh —

2
_et 4 o3t %eft_i_l 3t

_01[

dengan C7 dan C5 konstanta-konstanta sebarang.

Kemudian untuk mendapatkan penyelesaian partikular sistem per-
samaan, terlebih dahulu menentukan matriks e~4* yang mana pada
langkah sebelumnya telah didapatkan matriks e, sehingga diperoleh

Sedangkan untuk matriks g(\) adalah

O e

Dengan demikian, diperoleh

1. 1.,-3X 1
— 5" + 5€ —5
e = [0

e
2
T e %e’\ n %67:’»\
B )‘A 3 —3)\)\ —3)\
o —e’\)\ 36 3)‘>\2€ 3A

Kemudian menghitung
t t LA 3 32 =3
A— A—
—AX _
/0 e g\ dx = /0 [ A 36—3>\/\26—3)\ ] dX

B 1t6_;t>\+1—3t
T | —tet + €t +te*3t+e t_9

Dengan demikian diperoleh penyelesaian partikular

t
Xp = eAt/ e~ Mg(N) dA
0

- %e’t gt
- t_3e3t 2|
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Oleh karena itu diperoleh penyelesaian umum sistem persamaan dife-
rensial

X = Xn+Xp
1,—t 1,—t _ 1t
+ 3e€ —5e "+ e 5€ e+t
= Cl[ et 1 3t:|+02|:12—t+1 3t:|+[26 2363t_’_2:|
dengan C7 dan Cs konstanta-konstanta sebarang. O

7.3 Rangkuman

Langkah-langkah dalam menentukan penyelesaian sistem persamaan
diferensial linear nonhomogen menggunakan metode matriks ekspo-
nensial:

1. Menentukan penyelesaian homogen (xj) dengan langkah-langkah
berikut:

(a) Menentukan matriks koefisien A sistem persamaan diferen-
sial linear nonhomogen yang diberikan.

(b) Mencari nilai karakteristik matriks koefisien A dan menen-
tukan vektor karakteristik yang bersesuaian dengan nilai
karakteristiknya.

(c) Menentukan matriks nonsingular R dari vektor-vektor ka-
rakteristik dan menentukan invers matriks R.

(d) Menentukan matriks diagonal M dengan M = R™'AR.
(e) Menentukan matriks eksponensial et = ReM!R~1.

(f) Menentukan penyelesaian homogen xj = CeAt, dengan C
konstanta sebarang.

2. Menentukan penyelesaian partikular (xp) dengan melakukan langkah-
langkah berikut:

AN

a) Membentuk matriks eksponensial e~

(

(b
(c
(d

Menentukan fungsi g(\)
Kalikan e~4* dengan g(\)
Hitung fg e~ Mg(N)dA

~— ~— ~— ~—
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(e) Mencari penyelesaian partikular (z,) dari sistem persamaan
yang diberikan, yakni

¢
Xp = eAt/ e~ Mg(A) dA.
0

3. Menentukan penyelesaian umum sistem persaman diferensial li-
near nonhomogen:
X = Xp + Xp.

7.4 Bahan Diskusi

Diskusikan permasalahan berikut:
Bagaimana proses menyelesaikan sistem persamaan diferensial pada
subbab 7.2 dengan menggunakan metode koefisien tak tentu.
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7.6 Soal-soal Latihan

1. Diberikan sistem persamaan diferensial orde satu homogen

x’—l 1x
4 =2

Tunjukkan bahwa fungsi-fungsi vektor
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merupakan penyelesaian sistem persamaan yang diberikan.

Selesaikan sistem persamaan diferensial berikut:
x = 2 -1 X
13 =2
Selesaikan sistem persamaan diferensial berikut:
x = 2 = X
1 =2
Selesaikan sistem persamaan diferensial berikut:
1 1 1

x' =12 1 —-1|x
-8 -5 -3

Selesaikan sistem persamaan diferensial berikut dengan menggu-
nakan metode matriks eksponensial:

< — 2 -5 <+ | cost
1 =2 sint
Selesaikan sistem persamaan diferensial berikut:

r 12 —1 n et
A T | e

Selesaikan sistem persamaan diferensial berikut:

1 1 1 —cost
xX=12 1 —1|x+ sint
-8 -5 -3 sint — cost



Bab 8

Kestabilan Sistem
Persamaan Diferensial

Setelah membaca dan mempelajari bab ini, kemampuan akhir
yang diharapkan secara umum adalah mahasiswas:

1. mampu memahami konsep kesetabilan sistem persamaan dife-
rensial;

2. mempunyai kemampuan bernalar dengan logis dan sistematis;
3. mempunyai kemampuan berkomunikasi melalui diskusi materi.

Sedangkan kemampuan akhir yang diharapkan secara khusus adalah
mahasiswa mampu

1. menjelaskan pengertian titik kesetimbangan stabil dan titik tidak
stabil;

2. menjelaskan pengertian stabil asimtotik dan sifat-sifatnya;

3. memeriksa apakah sistem persamaan diferensial stabil atau ti-

dak;

139
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Kestabilan persamaan diferensial diperlukan untuk mengetahui kon-
disi persamaan. Sebelum bicara kestabilan, pertama kita membahas
terlebih dahulu linearisasi persamaan nonlinear.

8.1 Linearisasi Sistem Persamaan Diferensial
Nonlinear

Sebelum membahas linearisasi sistem persamaan diferensial nonlinear,
terlebih dahulu diberikan pengertian titik kesetimbangan.

Definisi 8.1. Diberikan sistem persamaan diferensial x' = f(x). Titik
xs € R disebut titik kesetimbangan atau titik kritis x’ = f(x) jika

f(xs) = 0.

Contoh 8.2. Tentukan semua titik kesetimbangan sistem persamaan

¥y = —£L‘1+(CB1)3

rh = —2m

Penyelesaian:
Kita akan tentukan semua vektor konstan

« 2]

—x1 + (21)3
—21‘2

penyelesaian dari

I
o

Dari persamaan kedua di atas, diperoleh x9 = 0. Dari persamaan
pertama di atas, diperoleh x; = 0 atau x; = £1. Oleh karena itu,
diperoleh tiga titik kesetimbangan

ool ol el

Linearisasi persamaan diferensial diperlukan untuk memudahkan
penyelesaian persamaan diferensial nonlinear. Linearisasi merupakan
proses mentransformasi sistem persamaan nonlinear ke bentuk linear.
Proses ini biasanya dilakukan di sekitar titik kesetimbangan.
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Diberikan sistem persamaan diferensial nonlinear

1./1 = fl(xtha“' ,1'”)
3:'/2 = f2(x17x27”' 71.77,) (81)
x/n = fn(xthv'“ 7:B'rL)

Misalkan X = (21,42, - - - , ¥ ) adalah titik kesetimbangan sistem (8.1),

maka pendekatan linear dari sistem (8.1) di sekitar titik kesetimbangan
X diperoleh dengan menggunakan deret Taylor fungsi f di sekitar titik
kesetimbangan X adalah

f(wr, @, yon) = fi(2r, 22,0, 2)
ofi, . . . R
+87I1(3717x27"' 7‘7:71)(:[‘1 xl)
0 . . .
R %(37173:27' T 73771)(:1771 - mn) +Rf1
TIn
f2($1,$2,"‘ 7$n) — fQ(xAla'fo" 7xAn)
Of2, . . R
+871‘1($17$27”' 7wn)($1 1'1)
ofr, . . . .
R aif(xIM%.Q?' o 71'71)(1'71 - xn) +Rf2
T,
fo(z1, @2, yxn) = fa(@1, 29, ,25)
0
+a£?('f171¢27' o a'fn)($1 _i‘l)
0 . .
+ +aﬁ($171’27 7mn)($n_$n)+an
Tn
Karena f;(#1,22, -+ ,4,) = 0 untuk ¢ = 1,2,--- ,n dan nilai-nilai

Ry, Ry, -+, Ry, mendekati nol, maka nilai-nilai Ry, Ry, -+ Ry

n

dapat diabaikan. Oleh karena itu, pendekatan linear sistem (8.1) ada-
lah
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ofr, . .

Ty = Tm(x1,$2,-",fn)($1_j1)+"'+
gﬁl(:ﬁ,:&,"' @) (2 = dn)

vy = gﬁ(m,:@,---,fn)(xl—il%“'*
gi(xm 26n) (0 — )

T, = g;)]z(fhfz,'“afn)(xl_jl)—i_“'+
Zﬁ(:@,@,--- &) (20— n)

Untuk memperjelas linearisasi dari sistem persamaan diferensial non-
linear, diberikan contoh berikut.

Contoh 8.3. Linearisasikan sistem persamaan nonlinear berikut
vy = —wi+ (1)’
rh = —2m

di sekitar titik kesetimbangan (1,0).

Penyelesaian:
Pertama adalah menentukan

0f1 df1

filzr,2g) = -2+ (1) = oz, —1+3(x1)%, dzy 0
_ Ofr _ Ofr _
fo(z1,22) = —219 = 0o, 0, Dy 2

Dengan demikian, linearisasi dari sistem persamaan diferensial non-
linear yang diberikan di sekitar titik kesetimbangan (1,0) adalah

) = (=14+3(1)}) (21 —1)+0(zp — 0) =221 — 2
vh = 0(z1 —1)—2(zy —0) = —219

<=5 S lo]

atau dapat ditulis
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8.2 Kestabilan Sistem Persamaan Diferensial

Titik kesetimbangan dikelompokkan menjadi dua jenis yang ditentu-
kan dari bagian real nilai karakteristiknya.

Definisi 8.4. Titik kesetimbangan xs € R™ disebut hiperbolik dari
sistem x' = f(x) jika tidak terdapat bagian real nilai karakteristik yang
bernilai nol. Jika nilai karakteristik di titik kesetimbangan mempunyai
bagian real yang bernilai nol, maka titik kesetimbangan tersebut disebut
nonhiperbolik

Diberikan sistem persamaan diferensial linear dengan dua peubah
bebas
x' = Ax

dengan nilai-nilai karakteristik 1 dan r5. Akan dikelompokkan jenis-
jenis kestabilan persamaan diferensial dalam beberapa kasus yang ber-
gantung pada nilai-nilai karakteristik 1 dan ro.

1. Kasus nilai-nilai karakteristik semuanya real dengan tanda yang
sama.
Misalkan r; dan 19 keduanya real negatif dengan r; < ro < 0.
Penyelesaian pada bidang fasa diberikan pada Gambar 8.1.

X

v

Gambar 8.1: Bidang fasa x; vs t kasus nilai-nilai karakteristik bertanda
negatif



144 Bab 8. Kestabilan Sistem Persamaan Diferensial

2. Kasus nilai-nilai karakteristik semuanya real dengan tanda yang
berlawanan.
Misalkan 1 dan 79 keduanya real dengan rq; < 0 < ro. Penyele-
saian pada bidang fasa diberikan pada Gambar 8.2.

x

it

|

Gambar 8.2: Bidang fasa z; vs t kasus nilai-nilai karakteristik berbeda
tanda

3. Kasus nilai-nilai karakteristik semuanya real sama.
Misalkan 1 dan 7y keduanya real dengan r1 = ro. Penyelesaian
pada bidang fasa diberikan pada Gambar 8.3.

Xy

Y

Gambar 8.3: Bidang fasa x1 vs t kasus nilai-nilai karakteristik bertanda
sama
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Definisi 8.5. Diberikan sistem persamaan diferensial orde satu x' =
f(x) dan x(t,xo) merupakan penyelesaian persamaan x' = f(x) pada
saat t dengan nilai awal x(0) = Xq.

(a). Titik kesetimbangan X dikatakan stabil jika untuk setiap € > 0,
terdapat bilangan § > 0 sedemikian hingga jika ||xo — Xs|| < 0
maka

|Ix(t, z0) — x5 <€

untuk setiap t > 0.
(b). Titik kesetimbangan xs dikatakan stabil asimtotik jika xs titik

kesetimbangan stabil dan terdapat &' > 0 sedemikian hingga jika
l|xo — xs|| < &' maka berlaku

lim ||x(¢, z9) — xs|| = 0.

(c¢). Titik kestimbangan xs dikatakan tidak stabil jika xg tidak me-
menuhi pada butir (a).

Untuk sistem persamaan diferensial linear dengan dua peubah be-
bas
x' = Ax + g(t)

dengan nilai-nilai karakteristik 1 dan 7y, maka kestabilan sistem per-
samaan di atas tergantung pada nilai-nilai karakteristik 1 dan 9 yang
diberikan pada Tabel 8.1.
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Tabel 8.1: Sifat-sifat kestabilan sistem persamaan linear

Nilai karakteristik

Jenis titik kesetim-
bangan

Kestabilan

per node

0<r <mro Improper node Tidak stabil

rr <re <0 Improper node Stabil asimtotik

ry < 0<ry Titik pelana Tidak stabil

0<r=mr Proper atau Impro- | Tidak stabil
per node

rr=re<0 Proper atau Impro- | Stabil asimtotik

Tlgz)\iiﬂ,)\>0

Titik spiral

Tidak stabil

T12:)\:|:iu,)\<0

Titik spiral

Stabil asimtotik

rg = Eip

Center

Stabil

8.3 Rangkuman

1. Diberikan sistem persamaan diferensial x' = f(x). Titik x5 € R"
disebut titik kesetimbangan atau titik kritis x’ = f(x) jika

f(xs) =0.

2. Diberikan sistem persamaan diferensial nonlinear

xll = f1(l‘1,l‘2,”- 73771)
‘,17/2 = f2($1,$2,“‘ 7:1:71)
x;L - fn(x17x27"' ,.Tn)

Pendekatan linear (linearisasi) sistem persamaan di atas di seki-
tar titik kestimbangan % = (21, 49, -+ ,4,) adalah
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) = gﬁ(aﬂ,@, ) (T — 81) + -0 +
ggi(fh Lo, Tn)(Tn — n)

i = gﬁ(fl,fz, )@y — 1)+
g»ﬁ(fl’ Lo, 5 @) (Tn — Tn)

i = gﬁm,@, )@ —d1) o+
iiz(fl’ To, -, ) (Tn — Tn)

3. Diberikan sistem persamaan diferensial orde satu x’ = f(x) dan
x(t, xg) merupakan penyelesaian persamaan x’ = f(x) pada saat
t dengan nilai awal x(0) = xo.

(a). Titik kesetimbangan xg dikatakan stabil jika untuk setiap
e > 0, terdapat bilangan 6 > 0 sedemikian hingga jika ||xo—
Xs|| < § maka
[|x(t, x0) — xs|| < €
untuk setiap ¢ > 0.

(b). Titik kesetimbangan xs dikatakan stabil asimtotik jika xs
titik kesetimbangan stabil dan terdapat ¢ > 0 sedemikian
hingga jika ||xg — xs|| < ¢’ maka berlaku

lim ||x(¢, zo) — xs|| = 0.

(c). Titik kestimbangan xg dikatakan tidak stabil jika xg tidak
memenuhi pada butir (a).

8.4 Bahan Diskusi

Diskusikan tentang kestabilan sistem persamaan diferensial dengan n
peubah.
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8.5

1.

8.6

Rujukan/Daftar Pustaka

Boyce, W.E., R.C. DiPrima, dan D.B. Meade, 2017, Elemen-
tary Differential Equations and Boundary Value Problems, 11th
edition, John Wiley & Sons

. Howell, K.B, 2019, Ordinary Differential Equations: An Intro-

duction to the Fundamentals, CRC Press

Simmons, G.F. dan S.G. Krantz, 2007, Differential FEquations
Theory, Technique, and Practice. International Edition, The
McGraw-Hill Companies, Inc.

Soal-soal Latihan

Linearisasikan sistem persamaan
) = —xp + (20)?
rhy = —xz9+2(x)?
di sekitar titik kesetimbangan (0,0).

Diberikan sistem persamaan

Ty o= 11— (w1)2 — 2122
rh = 3x9— 1179 — 2(:02)2

(a) Tentukan semua titik kesetimbangan sistem persamaan

(b) Linearisasikan sistem persamaan yang diberikan di sekitar
titik-titik kesetimbangan

Linearisasikan sistem persamaan

o = —xp — (12)? — 223+ 2
hy = 2@)? —zo4a3—1
T3 = x1—2x2+1

di sekitar titik kesetimbangan (1,1,0).

Diberikan sistem persamaan diferensial linear homogen

x’—3_2x
2 =2
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(a) Tentukan nilai-nilai karakateritik dan vektor-vektor karak-
teristik yang bersesuaian dengan nilai karakteristiknya

(b) Klasifikasikan jenis titik kesetimbangan (0,0) dan tentukan
apakah stabil, stabil asimtotik, atau tidak stabil.

5. Diberikan sistem persamaan diferensial linear homogen

x' = 1 2x
-5 -1

(a) Tentukan nilai-nilai karakateristik dan vektor-vektor karak-
teristik yang bersesuaian dengan nilai karakteristiknya

(b) Klasifikasikan jenis titik kesetimbangan (0,0) dan tentukan
apakah stabil, stabil asimtotik, atau tidak stabil.

6. Diberikan sistem persamaan diferensial linear homogen

9 _35
x' = [9 2] X
9 ]

(a) Tentukan nilai-nilai karakateritik dan vektor-vektor karak-
teristik yang bersesuaian dengan nilai karakteristiknya

(b) Klasifikasikan jenis titik kesetimbangan (0,0) dan tentukan
apakah stabil, stabil asimtotik, atau tidak stabil.

(c) Tentukan trayektori-trayektorinya di bidang fasa dan juga
grafik 1 vs t.

7. Diberikan sistem persamaan diferensial linear nonhomogen

< — 1 1 «— 2
1 -1 0
Tentukan titik kesetimbangan x = x% dan tentukan jenisnya ber-

dasarkan klasifikasi.

8. Diberikan sistem persamaan diferensial linear nonhomogen
;=2 1 n -2
Tl 2|1

Tentukan titik kesetimbangan x = x% dan tentukan jenisnya ber-
dasarkan klasifikasi.
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9. Diberikan sistem persamaan diferensial linear nonhomogen

< — -1 -1 < 1
12 -1 -5
Tentukan titik kesetimbangan x = x% dan tentukan jenisnya ber-
dasarkan klasifikasi.

10. Pandang sistem persamaan diferensial linear

dx dy
E-am—i—by, E—cm—i—dy

dengan a, b, ¢, dan d konstanta-konstanta real.
Diberikan

p=a+d, qg=ad—be, A=p*—4q.

Tunjukkan bahwa titik kesetimbangan (0, 0) merupakan titik pe-
lana jika ¢ < 0.
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Glosarium

F

Faktor integrasi suatu fungsi yang apabila dikalikan dengan semua
ruas persamaan diferensial mengakibatkan persamaan tersebut men-
jadi persamaan diferensial eksak.

K

Konstanta integrasi konstanta yang dihasilkan dari hasil mengin-
tegralkan integral tak tentu.

M

Masalah nilai awal persamaan diferensial yang dilengkapi dengan
syarat-syarat awal.

@)

Orde persamaan diferensial orde tertinggi turunan yang muncul
pada persamaan diferensial.

P

Persamaan diferensial persamaan yang memuat turunan (deriva-
tif) satu atau lebih peubah tak bebas (peubah terikat) terhadap satu
atau lebih peubah bebas suatu fungsi.

Persamaan diferensial biasa persamaan diferensial yang tergan-
tung hanya pada satu peubah bebas.

Persamaan diferensial parsial persamaan diferensial yang tergan-
tung pada dua atau lebih peubah bebas.

Penyelesaian umum persamaan diferensial koleksi (keluarga)
fungsi yang memenuhi persamaan diferensial yang dimaksudkan

Penyelesaian khusus persamaan diferensial fungsi tertentu yang
memenuhi persamaan diferensial yang dimaksudkan.
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S

Sistem persamaan diferensial kumpulan dari beberapa persamaan
diferensial yang saling berkaitan.



Indeks

Faktor integrasi, 25
Fungsi
Bessel, 120
potensial, 22, 23
vektor, 126

Invers
operator D, 89

Koefisien tak tentu, 53, 126, 127
Kondisi awal, 36

Masalah nilai awal, 36
Matriks eksponensial, 126, 132
Matriks koefisien, 126
Mekanika, 61

Operator D, 82
Orde persamaan diferensial, 4

Peluruhan radioaktif, 38

Penyelesaian
homogen, 53
khusus, 8
partikular, 53
singular, 8
umum, 8

Persamaan
Airy, 3
Bernoulli, 3
Bessel, 3
Chebyshev, 3
diferensial, 2

Euler, 3
Hermite, 3
karakteristik, 50
Laplace, 4
Legendre, 3
logistik, 31
Lorenz, 8
Poisson, 4

Persamaan diferensial, 2
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Bernoulli, 31

biasa, 2

dengan koefisien konstan, 6

dengan koefisien peubah, 6

eksak, 22

Euler, 33

homogen, 7, 48

linear, 5

linear dengan koefisien konst-
an, 48

linear dengan koefisien peubah,
48

linear lengkap, 7

linear nonhomogen, 7

linear tereduksi, 7

nonhomogen, 48

nonlinear, 5

orde satu, 4, 5

parsial, 2

peubah terpisah, 18

semieksak, 25

separabel, 18
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INDEKS

Pertumbuhan populasi, 40
Polinomial operator D, 84
Prinsip Superposisi, 127

Rangkaian listrik, 63

Sistem persamaan
diferensial, 7
diferensial orde satu, 126
linear homogen, 126

Stabil asimtotik, 145

Syarat awal, 36

Tidak stabil, 145

Titik
kesetimbangan, 140
kritis, 140

Titik kesetimbangan
hiperbolik, 143
nonhiperbolik, 143
stabil, 145, 147
stabil asimtotik, 147
tidak stabil, 147

Transformasi
Laplace, 111
Laplace invers, 117

Variasi parameter, 126
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