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Kata Pengantar

Puji dan syukur kita panjatkan kepada Allah SWT atas limpah-
an nikmat, rahmat, dan hidayahNya sehingga kita dapat beraktivitas
sesuai dengan apa yang telah direncanakan. Shalawat beserta salam
semoga tetap tercurahkan kepada junjungan kita nabi Muhammad
SAW.

Penyusunan buku ajar Persamaan Diferensial Parsial ini dimulai
dengan mengenalkan pengertian persamaan diferensial parsial. Sete-
lah itu diberikan klasifikasi persamaan diferensial parsial. Dalam pen-
jabaran persamaan diferensial parsial, Anda akan diajak untuk me-
ngenali bentuk-bentuk persamaan diferensial parsial, kemudian penye-
lesaian persamaan diferensial mulai dari orde satu hingga persamaan
diferensial orde tinggi linier dengan koefisien konstan. Pada umumnya
yang dibahas di buku ajar ini adalah persamaan diferensial berbentuk
linier, namun untuk persamaan diferensial orde satu diberikan dalam
bentuk linier maupun nonlinier. Selain itu, diberikan penerapannya
pada permasalahan sehari-hari misalkan persamaan konduksi panas,
persamaan gelombang, dan lain-lain. Dengan demikian, saya mereko-
mendasikan buku ajar ini bisa juga digunakan oleh mahasiswa di luar
program studi matematika misalkan dari program studi fisika, teknik
pertanian, program-program studi di fakultas teknik, dan lain-lain.
Beberapa metode dalam menyelesaikan persamaan diferensial parsial
juga diberikan di sini. Selain itu, pada bab-bab terakhir dibahas me-
tode penyelesaian masalah nilai batas dan nilai awal dengan metode
pemisahan peubah, transformasi Laplace, dan metode numerik.

Secara umum, Anda akan menemukan bahwa penyajian materi da-
lam buku ajar ini mengikuti alur penyajian pada perkuliahan Persa-
maan Diferensial Parsial di kelas. Dengan demikian, bisa dikatakan
bahwa untuk memahami materi perkuliahan Persamaan Diferensial
Parsial perlu mempelajari buku ajar ini.

Selain pembahasan materinya yang disajikan secara terstruktur,
buku ajar ini juga dilengkapi dengan contoh-contoh penyelesaian per-
samaan diferensial maupun masalah nilai awal dan nilai batas, yang
hasilnya sebagian dilengkapi dengan visualisasi dalam bentuk gambar.
Penyajian tersebut akan memudahkan pembaca untuk merelasikan apa
yang dijelaskan dalam contoh dengan bentuk tampilan grafik penyele-
saiannya. Buku ajar ini juga menyediakan rangkuman materi, bahan
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diskusi, dan soal-soal latihan yang dapat Anda gunakan untuk me-
ngetahui sejauh mana Anda memahami materi yang telah dipelajari
di tiap-tiap bab.

Jember, September 2022
Dr. Mohammad Fatekurrohman, S.Si., M.Si.



Prakata

Puji syukur kami panjatkan kepada Allah SWT yang telah me-
limpahkan rahmat dan hidayahNya sehingga penulisan buku ajar Per-
samaan Diferensial Parsial ini dapat diselesaikan dengan baik tan-
pa kendala yang berarti. Tidak lupa, ucapan terima kasih disampaikan
kepada rekan-rekan dosen tim pengajar matakuliah Persamaan Dife-
rensial Parsial di Fakultas MIPA Universitas Jember yang telah ikut
memberikan kontribusi dalam penulisan buku ajar ini.

Persamaan Diferensial Parsial merupakan matakuliah wajib semes-
ter keempat pada program studi Matematika Fakultas Matematika dan
Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Jember semenjak diberlakukan
Kurikulum 2017, terdiri dari 3 sks (2 sks kuliah dan 1 sks praktikum).
Matakuliah ini mempunyai prasyarat mahasiswa telah menempuh ma-
takuliah Kalkulus Peubah Banyak dan Persamaan Diferensial Biasa.

Buku ajar Persamaan Diferensial Parsial ini ditulis untuk diguna-
kan pada perkuliahan Persamaan Diferensial Parsial di Jurusan Ma-
tematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universi-
tas Jember, meskipun tidak menutup kemungkinan bisa dipakai pada
perkuliahan di program studi lain bahkan di luar fakultas MIPA. Pe-
nyusunan buku ajar ini dalam rangka untuk mengefektifkan proses
pembelajaran. Pada proses pembelajaran di kelas secara daring, bia-
sanya dosen menjelaskan perkuliahan dengan mencatat atau melalui
media presentasi atau bahkan video. Mahasiswa umumnya menyalin
catatan tersebut sambil menyimak dan mengikuti penjelasan dosen.
Proses pembelajaran lebih banyak mendengarkan ceramah dari dosen.

Fungsi dari buku ajar ini, untuk dosen digunakan dalam men-
jelaskan materi kuliah, sedangkan untuk mahasiswa sebagai pengganti
catatan kuliah. Oleh karena itu waktu pembelajaran di kelas dapat
digunakan lebih efektif untuk caramah dan diskusi. Pada buku ajar
ini, diberikan banyak contoh soal yang dilengkapi dengan penyelesai-
annya. Harapannya soal-soal yang diberikan di tiap akhir bab dapat
diselesaikan oleh mahasiswa sebagai alat ukur keberhasilan memahami
materi, begitu juga bahan diskusi yang sudah diberikan di tiap bab.

Buku ajar ini dalam penyusunannya didasarkan pada beberapa bu-
ku teks mutakhir yang digunakan seperti dituliskan dalam Bibliografi
(Daftar Pustaka). Semoga buku ajar ini dapat berguna untuk me-
ningkatkan kualitas pembelajaran matakuliah Persamaan Diferensial
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Parsial, terlebih khusus di Jurusan Matematika Fakultas Matematika
dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Jember.

Jember, September 2022
Penulis
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Tinjauan Matakuliah

Matakuliah Persamaan Diferensial Parsial (MAM1420) merupakan
matakuliah yang wajib ditempuh bagi setiap mahasiswa Program Stu-
di S1 Matematika Fakultas MIPA Universitas Jember dengan beban
3 sks yang terdiri dari 2 sks tatap muka perkuliahan dan 1 sks prak-
tikum. Matakuliah Persamaan Diferensial Parsial mempunyai prasya-
rat matakuliah yang harus telah ditempuh, yakni Kalkulus Peubah
Banyak dan Persamaan Diferensial Biasa.

Matakuliah Persamaan Diferensial Parsial dirancang terdiri atas
16 kali tatap muka perkuliahan dan 16 kali praktikum. Mata kuliah
Persamaan Diferensial Parsial membahas konsep-konsep persamaan
diferensial parsial, penyelesaian persamaan diferensial orde satu lini-
er maupun nonlinier, penyelesaian persamaan diferensial linier orde
tinggi baik homogen maupun nonhomogen, penyelesaian masalah ni-
lai awal dan nilai batas dengan metode pemisahan peubah dan metode
transformasi Laplace, dan penyelesaian persamaan diferensial secara
numerik dengan metode beda hingga.

Capaian Pembelajaran Matakuliah (CPMK) ini adalah mahasiswa
mampu:

- CPMK-1: menganalisis konsep persamaan diferensial parsial khu-
susnya tentang klasifikasi persamaan diferensial dan metode-meto-
de penyelesaian melalui pengembangan pemikiran matematis dan
penalaran logis yang mandiri, bermutu, dan terukur.

- CPMK-2: menyelesaikan persamaan diferensial parsial baik pe-
nyelesaian analitik maupun numerik melalui pengembangan pe-
mikiran matematis dan penalaran logis yang mandiri, bermutu,
dan terukur.

- CPMK-3: mengaplikasikan konsep persamaan diferensial parsial
khususnya penyelesaian masalah nilai awal dan nilai batas me-
lalui pengembangan pemikiran matematis dan penalaran logis
yang mandiri, bermutu, dan terukur.

- CPMK-4: bertanggung jawab dan berkomitmen terhadap etika
akademik dalam mengerjakan permasalahan dalam persamaan
diferensial parsial.
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Bab 1

Pendahuluan

Tujuan yang akan dicapai setelah mahasiswa (atau pembaca)

mempelajari materi dalam bab ini diantaranya:

1.

Mahasiswa dapat menjelaskan pengertian persamaan diferensial
parsial dan memberikan contoh-contohnya.

Mahasiswa dapat mengklasifikasikan persamaan diferensial par-
sial berdasarkan orde, derajat, dan kelinearan persamaan.

Mahasiswa dapat membedakan persamaan diferensial linier ho-
mogen dan nonhomogen.

Mahasiswa dapat mengklasifikasikan persamaan diferensial linier
orde dua berdasarkan tipe persamaan.

. Mahasiswa dapat menggunakan metode-metode penyelesaian da-

lam menyelesaikan persamaan diferensial parsial.

Mahasiswa dapat menentukan penyelesaian umum dan penyele-
saian khusus persamaan diferensial parsial kasus-kasus sederha-
na.



2 Bab 1. Pendahuluan

1.1 Pengertian dan Klasifikasi Persamaan Di-
ferensial Parsial

Persamaan Diferensial Parsial (PDP) adalah persamaan yang me-
muat satu atau lebih turunan parsial dengan dua peubah bebas atau
lebih. Beberapa contoh persamaan diferensial parsial diantaranya:

ou Ou
e + 5% 0, (1.1)
ou 0%u  0%u
ot~ 02 T og2
Persamaan (1.1) merupakan contoh persamaan diferensial parsial de-
ngan peubah terikat v dan dua peubah bebas x dan t. Sedangkan
persamaan (1.2) merupakan contoh persamaan diferensial parsial de-
ngan peubah terikat v dan tiga peubah bebas x,y dan t. Jika suatu
persamaan diferensial tidak muncul turunan parsial terhadap suatu
peubah bebas tertentu, maka peubah terikatnya terkadang dituliskan
sebagai fungsi dari peubah-peubah bebasnya, seperti penulisan persa-
maan diferensial parsial

(1.2)

ou 4 9
=z
Oz Yy,
yang maksudnya adalah
0
ug;’y) +u(z,y) =z -y
Turunan parsial kedua u terhadap x, yakni %, mempunyai makna

0%u 0 (8u>
0x2  Ox\ox/’

turunan parsial ketiga u terhadap x, yakni %, mempunyai makna
Pu 0 (32u> ‘ 0u 0? <8u)
—=—|==] atau —=—-—5(=—],
0x3 Oz \Ox? 0x3 022 \0x

dan seterusnya. Sedangkan turunan p%rsial kedua wu terturut-turut
terhadap = dan y dinotasikan dengan aaTauy’ mempunyai makna

2



Bab 1. Pendahuluan 3

Terkadang penulisan turunan parsial dinotasikan dengan subskrip se-
bagai berikut
ou 0%u 0%u Pu

- a9 U = 3 99 U = a3 4 U 9
Ox T Ox2 T 0xoy T 920y

dan sebagainya. Sebagai contoh, persamaan (1.2) dapat ditulis sebagai
Up = Ugy + Uyy-

Secara umum gy, # Uy, namun dalam banyak kasus berlaku u,, =
Uy,. Untuk selanjutnya dalam buku ini diasumsikan vz, = Uyz, Ugys =
Uzzy, dan sebagainya.

Terkadang suatu persamaan diferensial parsial mempunyai nama
khusus, seperti persamaan diferensial

1ou 0%u

kot  0x?’
dikenal dengan nama persamaan konduksi panas dimensi satu. Be-
berapa persamaan diferensial parsial lain dengan nama-nama khusus

diberikan pada Tabel 1.1.

Tabel 1.1: Persamaan Diferensial Parsial dengan Nama-nama Khusus

No. | Bentuk persamaan Nama persamaan

1. | uz+u =0 Persamaan transpor

2. | urt+uuy, =0 Persamaan Burger

3. | w2+ ui =1 Persamaan eikonal

4. | wpy — Uge +u =0 Persamaan gelombang dengan

interaksi

5. | up — 6uty + Ugyy = 0 | Persamaan Korteweg-deVries (KdV)
6. % = 02% Persamaan gelombang dimensi satu
7o | up +duy — gy =0 Persamaan telegraf

8. | Ugzt + 2UgUgy Persamaan Hunter-Saxton

Uz = 0

Selanjutnya dibahas klasifikasi PDP berdasarkan orde, derajat, li-
nearitas, dan homogenitas. Orde atau tingkat PDP adalah orde/tingkat
tertinggi dari turunan yang ada dalam PDP. Derajat PDP adalah
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pangkat tertinggi dari turunan tingkat tertinggi yang muncul dalam
PDP. Sebagai contoh, persamaan (1.1) merupakan PDP orde satu ting-
kat satu, sedangkan persamaan (1.2) merupakan PDP orde dua tingkat
satu.

PDP dikatakan linier jika hanya memuat derajat pertama dari
peubah-peubah bebasnya dan turunan-turunan parsialnya. Sebagai
contoh, persamaan (1.1) dan persamaan (1.2) merupakan PDP linier,
sedangkan persamaan diferensial

0%u n ou 0
— tU— —u=
0x2 oy ’
dan
Ou + Ou +u® =2z +
oxr Oy N b

keduanya bukan merupakan PDP linier atau lebih dikenal dengan PDP
nonlinier. Persamaan diferensial parsial linier orde satu dengan peu-
bah terikat v dan dua peubah bebas x dan y, dinyatakan dalam bentuk

a(z,y)ug + bz, y)uy + c(z,y)u = d(z,y). (1.3)

Sedangkan persamaan diferensial parsial linier orde dua dengan peu-
bah terikat u dan dua peubah bebas x dan y, dinyatakan dalam bentuk

gy + Dligy + cuyy + dug + euy + fu = g(z,y), (1.4)

dengan a, b, c,d, e, dan f fungsi-fungsi dari x dan y saja. Klasifikasi
persamaan diferensial pada Tabel 1.1 berdasarkan orde, derajat, dan
kelinierannya selengkapnya diberikan pada Tabel 1.2.

Persamaan diferensial parsial linier orde satu dengan peubah teri-
kat u dan dua peubah bebas x dan y yang diberikan pada persamaan
(1.3) dikatakan homogen jika d(x,y) = 0, dan dikatakan nonhomo-
gen jika d(x,y) # 0. Persamaan diferensial parsial linier orde satu
dengan peubah terikat w dan dua peubah bebas x dan y (1.4) dika-
takan homogen jika g(z,y) = 0, dan dikatakan nonhomogen jika
g(z,y) # 0. Demikian pula pengertian homogen dan nonhomogen
untuk persamaan diferensial linier orde tiga, empat, dan seterusnya.
Persamaan diferensial

Ugy + TYUy = U,

merupakan contoh persamaan diferensial linier homogen. Sedangkan

Uy + 20Uy = SIn T,
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Tabel 1.2: Klasifikasi Persamaan Diferensial Parsial pada Tabel 1.1

Nomor PDP | Orde | Derajat | linier/nonlinier
1 1 1 linier
2 1 1 nonlinier
3 2 1 nonlinier
4 2 3 nonlinier
) 3 1 nonlinier
6 2 1 linier
7 2 1 linier
8 3 1 nonlinier

merupakan contoh persamaan diferensial linier nonhomogen.

Kembali lagi ke persamaan diferensial parsial linier orde dua de-
ngan peubah terikat u dan dua peubah bebas z dan y, dinyatakan
dalam bentuk

AUyg + bUgy + cuyy + dug + euy + fu = g(x,y), (1.5)

dengan a, b, c,d, e, dan f fungsi-fungsi dari  dan y saja. Berdasarkan
tipenya, klasifikasi PDP linier orde dua ada tiga tipe. Pertama, PDP
linier orde dua (1.5) dikatakan parabolik jika b?> —4ac = 0, hiperbo-
lik jika b — 4ac > 0, dan eliptik jika b?> — 4ac < 0. Sebagai contoh,
persamaan panas dimensi satu

ou_ s
ot~ C oz’

merupakan persamaan parabolik. Persamaan gelombang dimensi satu

Pu  ,0%

i i
ot2 ox?’
merupakan persamaan hiperbolik. Sedangkan persamaan Laplace

u
ox?  oy2

merupakan persamaan eliptik.
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1.2 Penyelesaian Persamaan Diferensial Parsi-
al dan Metode Penyelesaian

Misal diberikan suatu persamaan diferensial parsial, harapannya ada-
lah mengetahui fungsi yang memenuhi persamaan diferensial terse-
but atau selanjutnya disebut dengan penyelesaian persamaan di-
ferensial. Pada persamaan diferensial, terkadang untuk mendapatkan
penyelesaian persamaan diferensial tersebut diperoleh dengan meng-
integralkan persamaan. Hasil integral dari persamaan tersebut akan
memuat suatu parameter dan penyelesaiannya disebut dengan penye-
lesaian umum. Apabila parameter tersebut merujuk terhadap nilai
tertentu, maka dibutuhkan suatu nilai awal atau syarat batas dan pe-
nyelesaianinya kemudian disebut penyelesaian khusus. Salah satu
contoh penyelesaian umum dan penyelesaian khusus persamaan dife-
rensial parsial diberikan pada Contoh 1.1.

Untuk mendapatkan penyelesaian persamaan diferensial parsial, di-
perlukan suatu cara atau metode penyelesaian. Beberapa metode pe-
nyelesaian PDP, diantaranya adalah : integral langsung, pemisalan,
pemisahan peubah, transformasi, metode numerik, metode perturba-
si, dan lain-lain.

1.2.1 Metode Integral Langsung

Pada persamaan diferensial biasa

dy

— =x+1,

dx
untuk mendapatkan penyelesaiannya adalah dengan cara menginte-
gralkan secara langsung kedua ruas persamaan terhadap peubah x

sehingga diperoleh penyelesaian umum persamaan diferensial

1
y(z) = 5562 +x+C,
dengan C' konstanta sebarang. Namun pada persamaan diferensial
parsial dengan peubah terikat v dan dua peubah bebas x dan y, untuk
mendapatkan penyelesaian persamaan

Ou _ i1
Ou _
oz ’
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dengan cara mengintegralkan secara langsung kedua ruas persamaan
terhadap peubah z diperoleh

u(z,y) = %aﬂ +a+ f(y),

dengan f fungsi sebarang. Jika u adalah fungsi dari z,y, dan z, maka
persamaan diferensial

ou 41
I
Ox ’

mempunyai penyelesaian

1
U(.’E, Y, Z) = 51‘2 + T+ g(?/? 2)7

dengan ¢ fungsi sebarang.
Berikut beberapa contoh penyelesaian persamaan diferensial parsial.

Contoh 1.1. Diberikan persamaan diferensial

0%u _ 2
oxdy v

a. Tentukan penyelesaian umum persamaan diferensial tersebut.

b. Tentukan penyelesaian khusus persamaan diferensial tersebut yang
memenuhi u(z,0) = 22 dan u(1,y) = cosy.

Penyelesaian:
a. Untuk menyelesaikan persamaan diferensial tersebut, integralkan
kedua ruas persamaan terhadap peubah x, diperoleh:

ou 1 4

— == F(y).

9y — 35 VT EW)
Selanjutnya, integralkan kedua ruas persamaan terakhir di atas terha-
dap peubah y, sehingga diperoleh

u(z,y) = éx?’yQ + /F(y)dy +G(z) = éxgy? + H(y) + G(x).

Oleh karena itu diperoleh penyelesaian umum persamaan diferensial

u(z,y) = ga%y? + H(y) + G(a), (16)
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dengan G dan H fungsi sebarang.

b. Untuk mendapatkan penyelesaian khusus, syarat u(z,0) = z? di-
substitusikan ke penyelesaian umum yang diperoleh pada butir a, se-
hingga diperoleh

u(z,0) = H(0) + G(z) = 22,

yang menghasilkan

G(x) = 2* — H(0). (1.7)
Substitusi persamaan (1.7) ke persamaan (1.6) menghasilkan
1
u(w,y) = oy’ + H(y) + 2% — H(0), (1.8)

Kemudian dengan mensubstitusikan syarat yang lain u(1l,y) = cosy
ke persamaan (1.8) diperoleh

2

u(l,y) = %—&-H(y)—i—l—H(O) = cos y.

yang menghasilkan

o2
H(y):cosy—g—l—i—H(O). (1.9)

Terakhir, dengan mensubstitusikan persamaan (1.9) ke persamaan (1.8),
diperoleh penyelesaian khusus persamaan diferensial

2 2

1 1
u(z,y) = —23y* + cosy — —y* — 1 + 2°.

6 6

1.2.2 Metode Pemisalan u(x,y) = e®*+%

PDP linier orde satu dengan koefisien konstan dalam bentuk umum

dapat dinyatakan

ou ou

dengan A, B, dan C konstan. Penyelesaian umum persamaan diferen-
sial ditentukan dengan memisalkan u(z,y) = e**** dengan a dan b
konstanta-konstanta yang akan dicari.

Contoh 1.2. Selesaikan PDP berikut

ou ou

—+3—=0

Ox + oy ’
dengan syarat batas u(0,y) = 4siny. Sketsakan grafik penyelesaian
persamaan diferensial.
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Penyelesaian:
Dengan memisalkan u(z,y) = et diperoleh

ou ou
— qet®th dan — =

dr oy
Substitusi ke PDP diperoleh

b eaa:—i—b

aeax—i—b + 3b€ax+b =0

atau
(a+ 3b)et™*b = 0.

Karena e®*? > 0, maka diperoleh
a+3b=0 = a=-3b
Dengan demikian diperoleh penyelesaian persamaan diferensial
u(w,y) = e 30t = b(=324Y) — P35 4 y), (1.10)

dengan F' fungsi yang akan dicari.
Dengan memasukkan syarat u(0,y) = 4siny, diperoleh

u(0,y) = F(y) = 4siny

Substitusikan hasil ini ke persamaan (1.10), diperoleh penyelesaian
khusus persamaan diferensial

U(ZE, y) = 45111(—31: + y),

yang grafiknya diberikan pada Gambar 1.1.

1.2.3 Metode Pemisahan Peubah

Metode pemisahan peubah merupakan cara klasik dalam penyelesaian
persamaan diferensial parsial yang disajikan sebagai bentuk perkalian
U(z,y) = X(2)Y (y) # 0 atau sebagai penjumlahan U(x,y) = X (x) +
Y (y) dengan X (z) dan Y (y) masing-masing fungsi dari = dan y.

Contoh 1.3. Selesaikan persamaan diferensial
ou _ ou
or Oy

yang memenuhi
U(0,y) = 8e3Y.
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Gambar 1.1: Grafik fungsi u(x,y) = 4sin (y — 3x)

Penyelesaian:
Misal U(z,y) = X (z)Y (y), diperoleh
U _ xy U _ xy,
oz oy
Jadi PDP menjadi X'Y = 4XY’ atau
X'(z) _ Y'(y)
=4 1.11
X~ Vo) —

Sekarang perhatikan persamaan (1.11), di mana ruas kiri merupakan
fungsi dari x saja dan ruas kanan fungsi dari y saja. Hal itu menya-
takan bahwa kedua ruas merupakan fungsi konstan. Oleh karena itu
persamaan (1.11) dapat dituliskan

X'() _ V')

X () V) = k (konstanta),

sehingga didapatkan dua persamaan diferensial
X —kX =0 dan 4Y’ — kY = 0.

Dengan menyelesaikan kedua persamaan diferensial yang merupakan
PDB tersebut, diperoleh

_ kx _ ky
X =Cle dan Y =(Ches,
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sehingga penyelesaian umum persamaan diferensial adalah
k k
Uz, y) = C1e*Che s = CeF*+ 7

dengan C = C1C5.

k
Karena U(0,y) = 8¢ 3 = C'e 1, maka diperoleh C' = 8 dan k = —12.
Jadi penyelesaian khusus persamaan diferensial

Ulz,y) = 8e 1273,

Contoh 1.4. Gunakan pemisahan u(z,y) = f(x)+g(y) untuk menye-
lesatkan persamaan diferensial

uZ 4+ uy + 2% = 0. (1.12)

Penyelesaian:
Persamaan (1.12) mempunyai bentuk pemisahan

(f'(@)* +2* = —g'(y) = N2,

dengan A\? konstanta.
Akibatnya, diperoleh

f(z) = V2 — 22 dan J(y) = =\

Dengan mengintegralkan kedua persamaan, diperoleh

flx) = / VA2 —a22dx+ A, (A konstanta)
= /\2/0032 0do + A, (x = Asin @)

T2

1. 57 . 4 T
= —-A (sm (:E/)\)—{—X 1—)\2

: )+A

dan
g(y) = =\*y + B. (B konstanta)

Oleh karena itu, diperoleh penyelesaian umum

1
u(z,y) = 5)\2 sin™! (z/)\) + g\/ A2 — 22— N2y +C,

dengan C' = A 4+ B konstanta sebarang.

Penyelesaian PDP dengan menggunakan metode pemisahan
peubah untuk persamaan orde dua kasus-kasus khusus diberikan pada
Bab 5.
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1.2.4 Metode Trasformasi

Pandang PDP linier orde satu fungsi dua peubah u(z,y)
Aug + Buy + Cu =D, (1.13)

dengan A, B,C dan D fungsi-fungsi dari x dan y saja dan anggap
A # 0. Ruas kiri persamaan (1.13) merupakan kombinasi linier dari u,
dan u, sehingga ruas kiri merupakan turunan berarah yang diberikan
oleh % = B Sekarang yang menjadi pertanyaan adalah mungkinkah
dapat dipilih peubah baru, sebut saja & = £(z,y) dan n = n(z,y)
sehingga (1.13) dapat diubah menjadi persamaan diferensial

we + f(&mw = g(&,n) (1.14)

dengan w(&,n) = u(z,y).

Untuk mencari penyelesaian persamaan (1.14) dilakukan dengan meng-
gunakan meode yang sudah dipelajari pada materi perkuliahan PDB.
Penjelasan lebih lanjut beberapa metode transformasi dapat dilihat
pada Bab 2, 4 dan 6.

1.2.5 Metode Numerik

Metode numerik merupakan cara atau metode penyelesaian permasa-
lahan yang diformulasikan secara matematis dengan cara operasi hi-
tungan. Dalam metode numerik ini dilakukan operasi hitungan dalam
jumlah yang banyak dan prosesnya berulang. Sehingga dalam praktek-
nya perlu bantuan komputer untuk menyelesaikan hitungan tersebut.
Salah satu metode numerik yang sering digunakan dalam penyelesaian
persamaan diferensial parsial adalah metode beda hingga. Prinsipnya
adalah dengan mengganti turunan menjadi bentuk diskritisasi beda
hingga berdasarkan deret Taylor. Hasil diskritisasi akan merubah per-
samaan diferensial menjadi bentuk sistem persamaan linier sehingga
dapat dievalusi dengan menggunakan bantuan komputer. Penjelasan
lebih lanjut metode numerik ini dapat dilihat pada Bab 7.

1.3 Rangkuman

1. Persamaan diferensial parsial (PDP) adalah persamaan yang me-
muat satu atau lebih turunan parsial dengan dua peubah bebas
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atau lebih. Orde atau tingkat persamaan diferensial parsial ada-
lah orde tertinggi dari turunan yang ada dalam persamaan dife-
rensial.

2. PDP dikatakan linier jika hanya memuat derajat pertama dari
peubah-peubah bebasnya dan turunan-turunan parsialnya.
Persamaan diferensial linier orde satu fungsi dua peubah ber-
bentuk

a(x, y)uz + b(z, y)uy + c(x, y)u = d(z,y),

dan persamaan diferensial linier orde dua fungsi dua peubah ber-
bentuk

Allgy + blgy + Clyy + dug + euy + fu = g(z,y),
dengan a, b, c,d,e,dan f fungsi-fungsi dari x dan y saja.

3. a. PDP linier orde satu
a(x, y)us + b(x, y)uy + c(z, y)u = d(z,y),

dikatakan homogen jika d(x,y) = 0, dan dikatakan nonho-
mogen jika d(z,y) # 0.

b. PDP linier orde dua
AUyg + bugy + cuyy + dug + euy + fu = g(x,y),

dengan a,b,c,d,e,dan f fungsi-fungsi dari x dan y saja,
dikatakan homogen jika g(z,y) = 0, dan dikatakan nonho-
mogen jika g(z,y) # 0.

4. Penyelesaian persamaan diferensial adalah fungsi yang me-
menuhi persamaan diferensial. Penyelesaian umum persamaan
diferensial adalah penyelesaian persamaan diferensial yang biasa-
nya memuat parameter-parameter tertentu. Penyelesaian khusus
persamaan diferensial adalah penyelesaian persamaan diferensial
yang sudah tidak lagi memuat parameter-parameter tertentu.

5. Beberapa metode penyelesaian PDP, diantaranya adalah : inte-
gral langsung, pemisalan, pemisahan peubah, transformasi, me-
tode numerik, dan lain-lain.
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1.4

Berdasarkan tipenya, persamaan diferensial parsial linier orde
dua dengan peubah terikat u dan dua peubah bebas z dan y
dalam bentuk

AQUgy + buzy + Clyy + duy + €Uy + fu = g(xvy)v
dengan a, b, c,d,e,dan f fungsi-fungsi dari = dan y saja, meru-

pakan parabolik jika b? —4ac = 0, hiperbolik jika b? —4ac > 0,
dan eliptik jika b? — 4ac < 0.

Soal-soal Latihan

. Klasifikasikan persamaan diferensial parsial berikut berdasarkan

orde, derajat, dan kelinearannya.

No. | Bentuk Persamaan | Orde | Derajat | linier/Tidak

1. |ugz+u =0

2. | ur+uuy, =0

3. | ul+ uz =1

4. utt—um—i—u?’:O

5. | up — 6uty + Uppr =0
6. % = 022273

Untuk masing-masing persamaan berikut, nyatakan apakah me-
rupakan persamaan diferensial linier atau nonlinier. Jika linier,
apakah homogen atau nonhomogen.

a. Ugy + TUy =Y, b. uu, — 2xyu, =0,

c. u:% +uuy =1, d. Ugzer + 2Ugzyy + Uyyyy = 0,
€. Upy + 2Ugy + Uyy = sinx,  f Upzy + Ugys +1ogu = 0,

g. ufm + u% + sinu = €Y, h. u; + uwug + ugrr = 0.

Klasifikasikan persamaan diferensial linier orde dua berikut ber-
dasarkan tipenya.

a. Ugg + Uyy = 1. b. Uzz + 2ugy + uyy = sinx

C, Ugy + TYUyy = 0.

. Buktikan bahwa wu(z,t) = f(bx — at), untuk sebarang fungsi f,

memenuhi persamaan transpor

aug + buy = 0.
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Misalkan diketahui a = 2,b =1, dan

1, O0<xz<3
u(z,0) = f(z) = { 0, untuk x lainnya

Sketsakan u(zx,0), u(z, 1), u(x, 2) pada satu sumbu koordinat. Ama-
ti apa yang terjadi.

5. Buktikan melalui substitusi langsung bahwa
up (z,y) = sinnx sinh ny
adalah penyelesaian dari ug;, + uyy = 0 untuk setiap n > 0.

6. Jika u adalah suatu fungsi khusus yang berbentuk wu(r,0) =
%3 f(0) dengan f adalah fungsi tertentu, dan memenuhi

ou Ou

— 4+ — =0.
or + 00
Tentukanlah fungsi f.
7. Buktikan bahwa fungsi-fungsi
Ul(l',y) = $2_y2a
U2 ('Ia y) = 633 sin Y,
uz(z,y) = 2wy,

adalah penyelesaian dari persamaan diferensial

Ugz + Uyy = 0.

8. Tunjukkan bahwa u = f(zy), dengan f fungsi sebarang yang
diferensiabel, memenuhi persamaan diferensial

TUy — Yuy = 0,

dan periksa apakah fungsi-fungsi sin (zy), log (xy), €*¥, dan (zy)3
merupakan penyelesaian persamaan diferensial tersebut?

9. Tunjukkan bahwa u = f(z)g(y) dengan f dan g fungsi sebarang
yang diferensiabel dua kali memenuhi persamaan diferensial

Ulgy — Ugly = 0.



16 Bab 1. Pendahuluan
10. Tentukan penyelesaian umum persamaan diferensial
Uyy +u = 0.
11. Tentukan penyelesaian umum persamaan diferensial
Uy + Uyp = 0,
dengan melakukan pemisalan u, = v.
12. Tentukan penyelesaian umum persamaan diferensial
Ugz — Uyy = 0.
13. Tunjukkan bahwa penyelesaian umum dari persamaan diferensial
Ut — CQUm =0,
dengan c¢ konstanta, adalah u(z,t) = f(x—ct)+g(z+ct), dengan
f dan g dua fungsi sebarang yang diferensiabel dua kali.
14. Perhatikan persamaan Laplace u;,+uy, = 0 dengan syarat batas
uz(0,y) =0, wuz(l,y) =—1, wuy(z,0)=0, wuy(z,1)=1.
Carilah penyelesaian eksak masalah di atas yang berbentuk
polinom derajat dua.
15. Tunjukkan, melalui diferensiasi, bahwa fungsi
u(x,t) = ! exp(—mQ), z € R, t>0,
Varkt 4kt
adalah penyelesaian persamaan difusi
ur = kugy,
dengan k suatu konstanta.
16. Tunjukkan bahwa wu(z,y) = f(2y + 2?) + g(2y — 2?) adalah

penyelesaian umum dari persamaan

1 2
Upy — ;ux — xUyy = 0.
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17. Tunjukkan bahwa
u(eyy) = exp (= 7) flaw — by),
memenuhi persamaan diferensial
buy + auy +u = 0.
18. Tunjukkan bahwa
? (um« + %ur) —uy =0,
mempunyai penyelesaian berbentuk
G(r)

u(r,t) = cos (nct), n=20,1,2,---.
T

19. Tentukan penyelesaian persamaan
YUz — 2xYuy = 21U,
yang memenuhi kondisi u(0,y) = 3.

20. Gunakan metode pemisahan peubah u(z,y) = f(z)+ g(y) untuk
menyelesaikan persamaan

YUz + xUy = 0,
yang memenuhi kondisi u(0, y) = 2.
21. Tentukan penyelesaian umum persamaan diferensial
Uy — Uy = U,

yang memenuhi kondisi u(z,0) = 4737,

1.5 Bahan Diskusi

Diskusikan dengan teman-temanmul!

1. Bagaimana bentuk umum persamaan diferensial linier orde satu
dan orde dua dengan peubah terikat u dan tiga peubah bebas
x,y, dan z.

2. Bagaimana penyelesaian umum persamaan diferensial linier orde
dua dengan koefisien konstan

Ugz + Uzy + Uyy = 0,

dengan metode pemisalan u(x,y) = ear+by
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PDP Orde Satu

Tujuan yang akan dicapai setelah mahasiswa (atau pembaca)
mempelajari materi dalam bab ini diantaranya:

1. Mahasiswa mampu menentukan bentuk transformasi persamaan
diferensial parsial linier orde satu sedemikian hingga hasil tran-
sformasinya dapat diselesaikan seperti menyelesaikan persamaan
diferensial biasa.

2. Mahasiswa mampu menyelesaikan persamaan diferensial parsi-
al linier orde satu dengan koefisien konstan maupun koefisien
peubah baik berupa persamaan homogen maupun nonhomogen.

3. Mahasiswa mampu menentukan penyelesaian lengkap dan penye-
lesaian singular persamaan diferensial parsial orde satu nonlinier.

4. Mahasiswa mampu menentukan penyelesaian umum persamaan
diferensial parsial orde satu nonlinier.

19
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Bentuk umum persamaan diferensial orde satu dengan peubah ter-
ikat u dan dua peubah bebas x dan y adalah

f((lf, y7 u7ux737y) = 0

Dalam bab ini akan dibahas penyelesaian persamaan diferensial orde
satu linier maupun nonlinier dengan metode transformasi.

2.1 PDP Linier Orde Satu

Bentuk umum persamaan diferensial linier orde satu dengan dua peu-
bah bebas z,y dan peubah terikat u adalah

a(x, y)% + b(z, y)gz +c(z,y)u =d(z,y). (2.1)

Untuk mendapatkan penyelesaian persamaan (2.1), terlebih dahulu
dipandang kasus persamaan homogen, yakni d(z,y) = 0. Untuk itu
diperoleh persamaan diferensial linier orde satu berbentuk

o) G + W) g + el y)u=0. (22
Pandang transformasi

§=¢&(x,y) dan  n=n(z,y)

dengan Jacobian

0
0(:c, y) Nz 773/
Karena
Uy = Ug&z + UMy dan Uy = uely + uyny,

maka persamaan (2.2) ditransformasi menjadi
(a&y + b&y)ue + (any + bny)uy + cu =0, (2.3)

dengan koefisien-koefisien yang dinyatakan dalam suku-suku peubah
¢ dan 7. Persamaan (2.3) dapat disederhanakan dengan memilih 7
sedemikian hingga

ang + bn, = 0.
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Pandang persamaan diferensial biasa

dy _ b(z,y)
dr  a(z,y)

, a(z,y) #0. (2.4)
Penyelesaian umum persamaan (2.4) adalah

n(z,y) =C, (2.5)

dengan C konstanta sebarang. Koleksi kurva-kurva pada persamaan
(2.5) yang didefinisikan oleh persamaan (2.4) disebut kurva-kurva
karakteristik dari persamaan diferensial (2.2).

Selanjutnya, pilih
Oleh karena itu, diperoleh

— 0.
INz,y) | ne My #

Dengan demikian diperoleh transformasi peubah

{=x dan  np=n(z,y)
yang memiliki balikan (invertibel).

Dari hasil transformasi tersebut, persamaan (2.3) direduksi men-
jadi
a* (& nwe + ¢ (§,n)w = 0, (2.6)

dengan a*(¢,n) = a(z,y), ¢*(§,n) = c(z,y), dan w(&,n) = u(x,y).
Persamaan (2.6) disebut bentuk kanonik dari persamaan diferensi-
al linier (2.1), dan dapat diselesaikan seperti penyelesaian persamaan
diferensial biasa. Selanjutnya, hasil penyelesaian akhir peubah & dan
n dikembalikan ke peubah x dan y.

Contoh 2.1. Tentukan penyelesaian umum persamaan diferensial

ou ou B

2% .
Oz y 0
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Penyelesaian:
Dengan menggunakan persamaan (2.4) diperoleh persamaan karakte-
ristik persamaan diferensialnya

dy _ b(z,y)
dr  a(z,y)

=2,

dengan penyelesaian y + 2z = konstan. Dengan mengambil n(z,y) =
y + 2z dan £(x,y) = x, maka syarat Jacobian tidak sama dengan nol
terpenuhi. Oleh karena itu, diperoleh persamaan

We = O,
dengan penyelesaian

w(§,m) = f(n)

sehingga dengan transformasi balik 7 = y+ 2z, diperoleh penyelesaian
akhir

u(z,y) = f(y + 2x),
dengan f fungsi sebarang.
Contoh 2.2. Tentukan penyelesaian umum persamaan diferensial
ou ou
— +b(x)=— =0.
ox 2 oy

Penyelesaian:
Dengan menggunakan persamaan (2.4) diperoleh persamaan karakte-
ristik persamaan diferensialnya

dy
=7}
dm (.fU)’

dengan penyelesaian y — [ b(xz)dz = konstan. Dengan mengambil
n(z,y) =y — [b(z)dx dan &(z,y) = x, maka syarat Jacobian tidak
sama dengan nol terpenuhi. Oleh karena itu, diperoleh persamaan

we = 0,

dengan penyelesaian
w(&,n) = f(n)

sehingga diperoleh penyelesaian akhir

u(,y) = wEn) = Fn) = fly— / b()dz),

dengan f fungsi sebarang.
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Contoh 2.3. Tentukan penyelesaian persamaan diferensial

Ox x@y_'

Penyelesaian:
Dengan mengikuti hasil penyelesaian Contoh (2.2), diperoleh penyele-

salan akhir

x2

u(e.y) = Sy~ [ ade) = o= ),
dengan f fungsi sebarang.

Contoh 2.4. Tentukan penyelesaian umum persamaan diferensial

Penyelesaian:
Dengan menggunakan persamaan (2.4) diperoleh persamaan karakte-
ristik persamaan diferensialnya

dy _ b(z,y) _
dr  a(z,y) Yy

2z

)

dengan penyelesaian %y2+x2 = konstan. Dengan mengambil n(zx,y) =
%yQ + 22 dan £(x,y) = x, maka syarat Jacobian tidak sama dengan
nol terpenuhi. Oleh karena itu, diperoleh persamaan

We = 0,
dengan penyelesaian
w(&;n) = f(n)
sehingga diperoleh penyelesaian akhir
1
U(ZC,y) = f(§y2 + 1,2)7

dengan f fungsi sebarang.

Contoh 2.5. Tentukan penyelesaian umum persamaan diferensial

ou ou
43 4 2u=0.
8m+38y+ u=20
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Penyelesaian:
Dengan menggunakan persamaan (2.4) diperoleh persamaan karakte-
ristik persamaan diferensialnya

dy _

dx 3

dengan penyelesaian y — 3z = konstan. Dengan mengambil n(z,y) =
y — 3z dan &(z,y) = x, maka syarat Jacobian tidak sama dengan nol
terpenuhi. Oleh karena itu, diperoleh persamaan

we + 2w = 0,

dengan penyelesaian
w(é,n) = f(n)e
sehingga diperoleh penyelesaian akhir
u(z,y) = fy —3x)e™™",
dengan f fungsi sebarang.

Contoh 2.6. Tentukan penyelesaian persamaan diferensial

ou ou

yang memenuhi u(0,y) = 2e~Y.

Penyelesaian:
Dengan mengikuti cara penyelesaian Contoh 2.5, diperoleh penyelesa-
ian umum persamaan diferensial

u(z,y) = fly — 22)e™,

dengan f fungsi yang akan dicari. Dengan memasukkan syarat u(0,y) =
2e7 Y, diperoleh
fly) =2e77.

Oleh karena itu, diperoleh hasil akhir penyelesaian

u(z,y) = 2e**7Ve3® = 3e577Y,
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Selanjutnya pandang bentuk persamaan diferensial linier nonho-
mogen

0 0
ala,y) 5 + ”@’y)afz te@y)u=dz,y) #£0.  (27)
Dengan melakukan transformasi yang sama seperti pada persamaan
homogen, persamaan (2.7) direduksi menjadi

a* (&, mMwe + " (§,nw = d*(&,n), (2.8)

dengan a*(§,n) = a(z,y), ¢*(§,n) = c(z,y),d"(&n) = d(z,y), dan
w(&,n) = u(z,y). Persamaan (2.8) dapat diselesaikan seperti menye-
lesaikan persamaan diferensial biasa yang berbentuk persamaan dife-
rensial linier nonhomogen dengan bentuk penyelesaian

w = Wp, + Wp,

dengan wy, penyelesaian homogen dan w, penyelesaian partikular per-
samaan (2.8). Penyelesaian akhir u diperoleh dengan transformasi

balik u(z,y) = w(E, ).
Contoh 2.7. Tentukan penyelesaian umum persamaan diferensial

ou ou

Penyelesaian:
Dengan transformasi n = y 4+ 2z dan £ = «x, diperoleh bentuk reduksi
persamaan diferensial

we =€+ 1. (2.9)

Persamaan (2.9) mempunyai penyelesaian homogen
Wp, = f(n)a
dan penyelesaian partikular
1
wy, = 58 + £
Dengan demikian diperoleh penyelesaian akhir

1
u(z,y) = w(&n) :wh—"_wp:uh+up:f(y+2m)+§l'2+$,

dengan f fungsi sebarang.
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Contoh 2.8. Tentukan penyelesaian persamaan diferensial

Penyelesaian:
Dengan transformasi n = y — 2z dan £ = x, diperoleh bentuk reduksi
persamaan diferensial

we — 3w = 37, (2.10)
Persamaan (2.10) mempunyai penyelesaian homogen

Wh = f(77)€3£7
dan penyelesaian partikular

w, = §€3£+77‘

Dengan demikian diperoleh penyelesaian akhir

ulz,y) = w(&n)
= wp+ Wy
= Up+ Up
= fly - 20)e* + we™ Y,

dengan f fungsi sebarang.

Contoh 2.9. Tentukan penyelesaian persamaan diferensial

ou ou
ro- =y tytu=y  ay#0.
Ox y

Penyelesaian:
Persamaan karakteristiknya adalah

dy _

atau xy = konstan.
dx

Yy
Y

Dengan transformasi 7 = zy dan { = = (periksa bahwa Jacobiannya
tidak sama dengan nol), diperoleh bentuk reduksi persamaan diferen-

sial ) )
n n
£w§+§—2w: & (2.11)
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Persamaan (2.11) mempunyai penyelesaian homogen

2

Wh = f(n)625 )

S
|

dan penyelesaian partikular
wy = 1.
Dengan demikian diperoleh penyelesaian akhir

u(z,y) = w(&n)
Wy, + Wy

= up+up
y2
= flay)ez +1,

dengan f fungsi sebarang.

2.2 PDP Nonlinier Orde Satu

Sebelum membahas penyelesaian persamaan diferensial orde satu
nonlinier, terlebih dahulu diberikan pengertian penyelesaian lengkap
persamaan diferensial.
Diberikan v = a dan v = b merupakan dua penyelesaian yang bebas
dari persamaan diferensial dengan sistem Lagrange, % = %y = d—ﬁ, dan
jika ¢ dan d adalah konstanta-konstanta sebarang, maka v = cv + d
disebut penyelesaian lengkap dari Pp + Q¢ = R. Penyelesaian
lengkap ini merupakan keluarga/koleksi permukaan yang berparame-
ter dua, yang bisa atau tidak bisa mempunyai sebuah selubung. Se-
bagai contoh, persamaan diferensial parsial zu, + yu, = 2u dengan
penyelesaian umumnya f(z/y,?/u) = 0 maka penyelesaian lengkap-
nya adalah z/y = cz?/u + d.

Misalkan persamaan diferensial nonlinier orde satu dinyatakan da-
lam

f(z,y,2,p,q) =0 (2.12)

yang didapatkan dengan cara mengeliminasi konstanta-konstanta se-
barang a dan b dari persamaan

g(x? y? Z? a7 b) = O'
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Untuk mendapatkan selubung jika ada, dilakukan dengan mengelimi-
nasi @ dan b dari persamaan

99 _, 99 _
da ob

Misalkan hasil eliminasi persamaan (2.13) adalah persamaan

9=70, 0, 0. (2.13)
Mz,y,2) =0 (2.14)

yang memenuhi persamaan (2.12), maka persamaan (2.14) disebut
persamaan singular dari persamaan (2.12).

Diberikan PDP nonlinier orde satu

f(@,y,2,p,9) =0 (2.15)
dengan z = u(z,y),p = g—; dan ¢ = g—; Penyelesaian lengkap persa-
maan (2.15) adalah

g(z,y,z,a,b) =0 (2.16)

dengan a dan b seperti penjelasan sebelumnya. Penyelesaian lengkap
ini merupakan keluarga permukaan yang berparameter dua, yang da-
pat mempunyai selubung atau tidak. Untuk mendapatkan selubung
ini (jika ada), dilakukan dengan cara mengeliminasi a dan b dari per-
samaan berikut

99 _
da

99 _

0 —
’ ob

g=0, 0. (2.17)

Substitusi persamaan (2.17) ke persamaan (2.15), diperoleh
ANz,y,2) =0 (2.18)

yang merupakan penyelesaian singular dari persamaan (2.15).
Jika persamaan (2.18) berbentuk

)‘(‘T’ Y, Z) = 5(1‘7 Y, 2)77(9% Y, Z)

dan jika £(z,y, z) = 0 memenuhi persamaan (2.15), namun 7(x, y, z) =
0 tidak ada, maka &(x,y, z) = 0 adalah penyelesaian singularnya. Pe-
nyelesaian singular dapat diperoleh dengan mengeliminasi p dan ¢ dari

of _o 9 _

op dq 0

f=0,
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Contoh 2.10. Tentukan penyelesaian singular dari PDP nonlinier
berikut 5 5 5 5

2 [ 9Ey2y (9F 2}
(9ar+y8y [(833) +(6y>

Penyelesaian:
Penyelesaian lengkap dari PDP tersebut adalah

z = ax + by — (a® + b%).

Untuk mendapatkan penyelesaian singular dari PDP tersebut dengan
cara mengeliminasi a dan b dari persamaan-persamaan berikut

g = z—ar—by+ (a®>+1*)=0
0

a—z = —m+2a=0:>a:g

9g Y

= = —y+2b=0=b==

b v+ 2

Kemudian substitusi nilai @ dan b ini ke g sehingga diperoleh penyele-
saian singular
4z = 2% + y?

yang merupakan keluarga bidang berparameter dua dengan selubung-
nya berbentuk paraboloida yang grafiknya diberikan pada Gambar 2.1.

Jika penyelesaian lengkap persamaan (2.16) satu dari konstanta-
konstantanya dapat dinyatakan sebagai fungsi konstanta yang lain,
misal b = ¢(a) maka persamaan (2.16) menjadi

9(z,y,z,a,¢(a)) =0 (2.19)

yang hanya bergantung dari satu parameter saja. Jika keluarga ini
mempunyai selubung, maka persamaan dapat diperoleh dengan meng-
eliminasi a dari persamaan berikut

dg

90 0

g(x7y727a7¢(a>) =0 dan

dengan menentukan hasil dari persamaan tersebut yang memenuhi
persamaan (2.15).
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Gambar 2.1: Grafik paraboloida 4z = z2 + 32

Contoh 2.11. Tentukan penyelesaian umum dari PDP nonlinier ber-
ikut 5 5 5 5
2y (P2 (9E2
8x+y8y [(833) +(8y) ]

Penyelesaian:
Penyelesaian lengkap dari PDP tersebut adalah

2z =ax + by — (a® 4 b?).
Misal ¢(a) = a, maka penyelesaian lengkapnya menjadi
g:z—a($+y)+2a2 =0.
Selanjutnya, turunan fungsi g terhadap a diperoleh

0
a—z:—(x+y)+4a:0:>a:x1_y.

Subtitusikan nilai a ini ke penyelesaian lengkap, diperoleh penyelesaian
umum

8z = (x +y)?

yang merupakan persamaan silinder parabolik yang sejajar bidang
XO0Y seperti diberikan pada Gambar 2.2.
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Gambar 2.2: Grafik silinder parabolik 8z = (z + y)?

2.3 Penyelesaian Tipe-tipe Khusus

Beberapa tipe khusus diberikan dalam sub-subbab berikut.

2.3.1 Tipel

Tipe I mempunyai bentuk umum

flp,q) =0

dengan p = 8—; dan ¢ = g—;

Langkah-langkah penyelesaian PDP nonlinier tipe I ini dapat dilaku-
kan dengan langkah-langkah berikut. Hasil eliminasi dari konstanta-
konstanta sebarang x = ax + h(a)y + ¢ adalah h(p) — ¢ = 0 yang
merupakan fungsi berbentuk

f(p,q) =0. (2.20)

Untuk mendapatkan penyelesaian umum, diambil ¢ = ¢(a), dengan ¢
fungsi sebarang, selanjutnya eliminasikan a.

Contoh 2.12. Tentukan penyelesaian lengkap dan penyelesaian umum

persamaan diferensial
(5:) - (5) =1
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Penyelesaian:
Bentuk persamaan di atas adalah

fp.q)=p*—¢—1=0.

Ambil p = a, ¢ = h(a) maka diperoleh f(a,h(a)) = a? —h?(a) —1 = 0.
Secara eksplisit, h dapat dinyatakan sebagai fungsi dari a yaitu h(a) =
va? — 1. Oleh karena itu, diperoleh persamaan lengkapnya

z=azx+Va®— 1y +ec

Jika diambil a = sec a, maka h(a) = Vsec? @ = tan v sehingga dipero-
leh z = xseca+ ytana + c.

Jika dipilih ¢ = Ya = 0, lalu a dieliminasi dari persamaan z =
x sec a+y tan o, maka diperoleh sec a = 3329”7 dan 0 = z tan a+ysec «

sehingga diperoleh sina = —%. Bila keduanya disubstitusikan ke da-

lam persamaan z = xseca + ytana diperoleh permukaan kerucut

2% = 22 — y? seperti diberikan dalam Gambar 2.3.

Gambar 2.3: Grafik permukaan kerucut z? = 22 — 32

2.3.2 Tipe Il

Tipe IT mempunyai bentuk umum

z=px+qy+ f(p,q)
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Dengan mengeliminasi konstanta-konstanta sebarang
z=ax+by+ f(a,b)

diperoleh PDP berbentuk z = px + qy + f(p, q). Penyelesaian lengkap
berupa keluarga bidang-bidang berparameter dua. Penyelesaian singu-
larnya adalah permukaan yang memiliki penyelesaian lengkap sebagai
bidang singgungnya.

Contoh 2.13. Carilah penyelesaian singular dari persamaan
z=pr+qy+p° +pg+q

Penyelesaian:
Penyelesaian lengkap persamaan diferensialnya adalah z = ax + by +
a® + ab + b%. Penyelesaian singularnya diperoleh apabila

x+2a+b=0 dan y+a+2b=0,

yang menghasilkan

-2 -2
y x dan b:ac y,
3 3

a =

lalu disubstitusikan ke persamaan yang menyatakan persamaan leng-
kapnya sehingga menghasilkan persamaan singular

BZ:xy—xz—y2,

yang berbentuk paraboloida seperti diberikan pada Gambar 2.4.

2.3.3 Tipe II1

Tipe III mempunyai bentuk umum

f(z,p,q) =0.

Untuk memperoleh penyelesaian PDP tipe ini dilakukan langkah-langkah
sebagai berikut.

Misalkan z = F(z+ay) = F(u) dengan a konstanta sebarang. Turunan-
turunan parsial persamaan tersebut adalah

B 0z dzou dz

P= 92 = dudx ~ du’
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Gambar 2.4: Grafik permukaan paraboloida 3z = zy — 22 — ¢

dan
0z dzou dz
q = — = —— = QqQ—.
Jdy dudy du
Dengan mensubstitusikan hasil-hasil ini ke persamaan diferensial, di-
peroleh bentuk
dz dz
f(Z, TS CL@

Contoh 2.14. Tentukan penyelesaian persamaan diferensial

4(1 + 23) = 92%pq.

) =0.

Penyelesaian:
Misal z = F(z + ay) = F(u), diperoleh

4(1 + 23) = 9az*(dz/du)?,
yang mempunyai penyelesaian
Va(l +23) =u+b,
dan penyelesaian lengkapnya
a(1+ 23) = (z + ay + b)*.

Dengan mengeliminasi konstanta a dan b dari 1+ 2% = 2y(ax + ay +b)
dan 2(x +ay +b) = 0, diperoleh penyelesaian singular 23 + 1 = 0 yang
merupakan bidang datar seperti diberikan pada Gambar 2.5.
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Gambar 2.5: Grafik permukaan 2> + 1 = 0.

2.4 Rangkuman

1. Bentuk umum persamaan diferensial linier orde satu dengan dua
peubah bebas x,y dan peubah terikat u adalah

ou ou
a(xﬁy)aix + b(xvy)@ + C(Q?, y)u - d(l‘,y)

2. Persamaan diferensial linier homogen orde satu dengan dua pe-
ubah bebas z,y dan peubah terikat u

ou ou
a(way)aix + b(xay)@ + c(x,y)u — 07

dapat ditransformasi dengan peubah bebas n = n(z,y) dan £ =
&(z,y) yang memiliki Jacobian tidak nol, dapat mereduksi per-
samaan diferensial parsial menjadi bentuk

dw

()

+ (& mw =0,

dengan w(§,n) = u(w,y),a*(§,n) = a(z,y), dan c*(§,n) = c(z, y)
yang dapat diselesaikan dengan metode persamaan diferensial bi-
asa berbentuk persamaan diferensial linier homogen.
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3.

2.5

Persamaan diferensial linier nonhomogen orde satu dengan dua
peubah bebas x,y dan peubah terikat u

du
dy

dapat ditransformasi dengan peubah bebas n = n(z,y) dan & =
&(z,y) yang memiliki Jacobian tidak nol, dapat mereduksi per-
samaan diferensial parsial menjadi bentuk

0
a* (&) S + (& m)w = d*(€,n),

23
dengan w(§,n) = u(z,y),a*({,n) = a(z,y),c"(§,n) = c(z,y),
dan d*(&,n) = d(z,y) yang dapat diselesaikan dengan metode
persamaan diferensial biasa berbentuk persamaan diferensial li-
nier nonhomogen.

a(z, y)gz +b(x,y)— + c(x,y)u = d(x,y) # 0,

Persamaan diferensial orde satu nonlinier dengan bentuk umum

ou n ou +f(8u Bu)
Z=1x— — —
Ox yay oz’ 0y
mempunyai penyelesaian lengkap berupa keluarga bidang-bidang
berparameter dua. Penyelesaian singularnya adalah permukaan

yang memiliki penyelesaian lengkap sebagai bidang singgungnya.

Soal-soal Latihan

. Tentukan penyelesaian umum persamaan-persamaan diferensial

berikut:
a. Uy + yuy =0, b. (14 2%)uy +uy =0,
c. 2zyuy + (2% + y?)uy, = 0, d. yuy — zu, =1,
e. y2u, — zyuy = x(u — 2y),

. Tentukan penyelesaian persamaan diferensial

ug + 2uy =0,
yang memenuhi kondisi u(z,0) = sinz.
Tentukan penyelesaian persamaan diferensial
Yugz + xuy =0,

yang memenuhi kondisi u(0,y) = e v’
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4.

10.

11.

12.

Tentukan penyelesaian persamaan diferensial
TUy + Yuy = 21,

yang memenuhi kondisi u(z, 2?) = 2.

. Tentukan penyelesaian umum persamaan diferensial

Uy + 23:y2uy =0.
Tentukan penyelesaian persamaan diferensial linier
?uy + yPuy = (v + y)u.
Tentukan penyelesaian persamaan diferensial
Uy + (T + Y)uy = u+ 1,
yang memenuhi kondisi u(z,0) = 2.

Tunjukkan bahwa u; = e® dan us = e~ ¥ keduanya merupakan
penyelesaian dari persamaan diferensial nonlinier

(ug + uy)2 —u? =0,

tetapi jumlahan keduanya, yakni e* + e™¥, bukan penyelesaian
persamaan diferensial tersebut.

Carilah penyelesaian lengkap dan singular dari PDP berikut
( 0z ) 2 n ( 0z ) 2
hdad bl RS
Ox oy

Carilah penyelesaian lengkap dan singular dari PDP berikut

" (82:)2 0z
hudod) RNV dod
oy oy
Carilah penyelesaian lengkap dan singular dari PDP berikut
0z\2 0z
4 2
— ) —2yz— =0.
z < ax) Yz 2y +z

Tentukan penyelesaian persamaan diferensial nonlinier
urlug + e Yy, + u? =0,

yang memenuhi kondisi u(z,0) = 1 untuk = > 0.
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2.6 Bahan Diskusi

Diskusikan dengan teman-temanmu bagaimana cara menentukan pe-
nyelesaian persamaan diferensial orde satu nonlinier dalam bentuk

0z

kombinasi dari THe.
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PDP Linier Orde Tinggi
dengan Koefisien Konstan

Tujuan yang akan dicapai setelah mahasiswa (atau pembaca)
mempelajari materi dalam bab ini diantaranya:

1. Mahasiswa mampu menentukan penyelesaian persamaan diferen-
sial parsial linier homogen orde tinggi dengan koefisien konstan.

2. Mahasiswa mampu menentukan penyelesaian partikular persa-
maan diferensial parsial linier nonhomogen orde tinggi dengan
koefisien konstan.

3. Mahasiswa mampu menentukan penyelesaian masalah nilai awal
dan nilai batas yang melibatkan persamaan diferensial parsial
linier nonhomogen orde tinggi dengan koefisien konstan.

39
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3.1 Penyelesaian PDP Linier Homogen

Perhatikan dua PDP linier homogen berikut

8u 8u
AGE+ B =0 (3.1)
2 2 2
LA Rl +CQ 0, (3.2)

Ox? 0xdy Oy?

dengan A, B, dan C' konstanta-konstanta.

Pada subbab ini akan diperlihatkan bahwa metode penyelesaian per-
samaan (3.1) dan (3.2) adalah sama dengan metode yang digunakan
dalam menyelesaikan persamaan diferensial biasa dengan mengguna-
kan metode operator diferensial: f(D)u = g(z) dengan D = %. Na-
mun pada kasus di sini, akan digunakan dua operator yaitu D, = 5;
dan D, = 8 . Dengan demikian, persamaan (3.1) dan (3.2) masing-

masing dapat ditulis dalam bentuk

f(Dz, Dy) = (AD, + BD,))u =0 (3.3)
f(Dg, Dy) = (AD2 + BD, Dy + CD2)u = 0, (3.4)

Pada persamaan (3.3), (AD, + BD,)u = 0 yang bila diselesaikan de-
ngan sistem Lagrange akan diperoleh

or _oy_ _B . _ B
1 5 y=grte=c=y—

Penyelesaian homogen dari persamaan (3.1) adalah u(x,y) = f(y —
%m) dengan f fungsi sebarang.

Langkah selanjutnya, ambil u = f(y + mz) = f(z) dengan f fungsi
sebarang. Sebagai penyelesaian persamaan (3.2) dilakukan dengan
menggunakan substitusi

z—y—i—mxj%—l —=m
Ay " Ox

8u_(’3f8z_ af

or  0z0r oz

Du_8u_8faz_8i
YW oy 020y 0z

Dyu=

92 o /0 o/ of o0 f

Di“:a;;:f:c(z)z) - 8m< 82) m28222
) d /0 ) )

Diuifgz@(%) ay(ab 2875
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ke persamaan (3.2) sehingga diperoleh persamaan
0% f 0’ f 0% f
Am?*~—~ + Bm—= — =
9.2 + 522 +Caz2 0
atau )
o°f

2 _
Karena f fungsi sebarang, maka % # 0, jadi haruslah

Am? + Bm+c=0 (3.5)

yang merupakan persamaan karakteristik dari persamaan (3.4). Mi-
salkan m; dan mg adalah akar-akar dari persamaan (3.5), maka pe-

nyelesaian umum dari persamaaan (3.2) adalah

u(z,y) = fily +miz) + fo(y + max)

dengan f; dan fy fungsi sebarang.

Terdapat tiga kasus untuk nilai-nilai m; dan mq, yakni m; = mg kem-
bar real, m; # mo keduanya real, dan m; dan ms kompleks sekawan.
Adapun penyelesaian persamaan dari tiga kasus ini diberikan berikut.

1. Jika my # mgo keduanya real, maka penyelesaian persamaan (3.2)

adalah
u(z,y) = fi(y + miz) + fa(y + maz)

dengan f; dan fs fungsi sebarang.

2. Jika m; = mg = m kembar real, maka penyelesaian persamaan

(3.2) adalah

w(@,y) = fily + mx) + x fay + mz)

dengan f; dan fs fungsi sebarang.

3. Jika m; dan meo kompleks sekawan misal mio = a + ib, maka

penyelesaian persamaan (3.2) adalah

u(z,y) = fi(y + (a +ib)z) + fo(y + (a — ib)z)

dengan f; dan fy fungsi sebarang.
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Contoh 3.1. Selesaikan persamaan diferensial

0%u 0%u 9%u
-7 12—
+ 2

22 ozoy =0

Penyelesaian:

Pada contoh ini, persamaan karakteristiknya adalah m? —7m+12 = 0
dengan akar-akarnya adalah m; = 4 dan mge = 3, sehingga pe-
nyelesaian umum persamaan adalah

u(z,y) = fily +42) + foy + 32)
dengan f; dan fo fungsi-fungsi sebarang.

Contoh 3.2. Selesaikan persamaan diferensial

0 0u 0u

— +4—+4— =0.

Ox? + 0x0y + oy?
Penyelesaian:
Persamaan karakteristik persamaan diferensial ini adalah m? + 4m +
4 = 0 dengan akar-akarnya adalah m; = me = —2, sehingga pe-

nyelesaian umum persamaan diferensialnya adalah

u(z,y) = fily — 2z) + zfo(y — 2x)
dengan f; dan fo fungsi-fungsi sebarang.
Contoh 3.3. Selesaikan persamaan diferensial

9%u 9%u 9%u

Penyelesaian:

Persamaan karakteristik persamaan diferensial ini adalah m? — 2m +
5 = 0 dengan akar-akarnya adalah mjs = 1+£2¢, sehingga penyelesaian
umum persamaan diferensialnya adalah

u(z,y) = fily+ (1 +20)z) + foly + (1 = 20)z) +
i(fily + (1 +20)x) + foly + (1 = 2i)x))

dengan f; dan fo fungsi-fungsi sebarang.
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Contoh 3.4. Selesaikan persamaan diferensial

0% 9%u 9%u

T S el g
0x? + 0x0y oy?
yang memenuhi u(0,y) = sin(y) dan uy(0,y) = y.

Penyelesaian:

Persamaan karakteristik persamaan diferensial ini adalah m? + m —
2 = 0 dengan akar-akarnya adalah m; = 1 dan mg = —2, sehingga
penyelesaian umum persamaan diferensialnya adalah

u(z,y) = fily +x) + fa(y — 272). (3.6)

Dengan memasukkan syarat u(0,y) = siny ke persamaan (3.6), dipe-
roleh hubungan

f1(y) + fa(y) = siny.

atau
fa(y) = siny — fi(y). (3.7)

Kemudian dengan menurunkan persamaan (3.6) terhadap peubah z,
diperoleh

ug(z,y) = fi(y + x) — 2f5(y — 2x)

dan mensubstitusikan syarat u,(0,y) = y sehingga diperoleh

fily) =2f2(y) =y

atau
1

1
faly) = 5./1(9) = 5u- (3.8)
Dengan mengintegralkan persamaan (3.8) terhadap peubah y, dipero-
leh
1 1,
f(y) = 5hy) = 1y (3.9)

Substitusi persamaan (3.9) ke persamaan (3.7), diperoleh

2 =siny — fi(y), (3.10)

B~ =

%fl(y) -

sehingga diperoleh
2 1,

fily) = gsiny+ éy . (3.11)
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Dengan mensubstitusikan persamaan (3.9) dan (3.11) ke persamaan
(3.6), diperoleh penyelesaian akhir

2 1
u(z,y) = gsm(y—kx)—i-é(y—ka:)Z
1,2 1 N )
+§<§sm(y 23:)—1—6(2; 21’)) Z(y 2)
2 1 1 1
= gsin(y—i—m)—i—6(y+m)2+§sin(y—2x)—6(3/—23;)2.

3.2 Penyelesaian PDP Linier Nonhomogen

Pandang persamaan diferensial

2 2 2
8u+38u +C@u

A9z T B, T a2

=g(z,y) #0,
atau dapat dituliskan sebagai
(AD? + BD,D, + CDz)u =g(z,y),
mempunyai penyelesaian umum
w(z,y) = un(x,y) + up(z, y)
dengan uy adalah penyelesaian homogen dari persamaan berikut
f(Dg, Dy)u = (AD? + BDy D, + CD})u = 0,

seperti yang sudah diberikan pada Subbab 3.1 dan u, adalah penyele-
satan partikularnya.

Untuk mendapatkan penyelesaian partikular, diberikan sebagai beri-
kut.

1. Jika g(z,y) = (@) dan f(a,b) # 0 , maka penyelesaian par-
tikularnya adalah

L eatby) _ 1 (aeiiy)

Up(2,y) = ——e
W) = FD,.D,) F(a.b)
Jika g(z,y) = e@*%) dan f(a,b) = 0, nyatakan terlebih dahulu

f(Dany) = (Dz - Dy)TF(Dx,Dy)v

a
b
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dengan F'(a,b) # 0, maka

1 axr
U,p($,y) = me( +by)
_ 1 'le (az-l—by)‘
F(a,b) r!

2. Jika g(z,y) = sin(ax + by) atau g(x,y) = cos(ax + by) dan
f(—a?,—ab, —b?) # 0, maka penyelesaian partikularnya adalah

up(x,y) = ! sin (az + by)
b ’ f(DQQWD:EDy)Dz%)
1 :
= FCa?.—ab 17 sin (ax + by),
(@9) 1 (6 + by)
up(z,y cos (azx + by
p F(DZ, DDy, D)
1
= FCa?.—ab 1) cos (az + by),

Jika f(—a? —ab,—b*) = 0, dapat menggunakan sifat bilang-
an kompleks bahwa e = cosx + isinz, sehingga diperoleh
siney = Im{e®} dan cosz = Re{e}. Penyelesaian selanjut-
nya mengikuti aturan pada butir 1.

3. Jika g(«x,y) merupakan polinomial berderajat n untuk = dan ber-
derajat m untuk y, maka penyelesaian partikularnya

1 n m
up(z,y) = mg(ﬂﬁy) = (meanDy )g(x,y)

4. Jika g(z,y) = e tW)y(z, 1), maka penyelesaian partikularnya

1 ax
up(z,y) = me( )y, y)

_ laztby) 1

f(Dz+a,Dy+b

)v(w,y)

Contoh 3.5. Tentukan penyelesaian partikular persamaan

0%u 0%u 0%u
z 192~ — o(2z—y)
Ox? 7635(93/ + Oy? ¢



46 Bab 3. PDP Linier Orde Tinggi dengan Koefisien Konstan

Penyelesaian:
Dalam kasus ini, f(D,, D,) = D% —7D,D, + 12DZ dan a =2,b = —1.
Karena f(2,—1) =22 — 7(2)(—1) + 12(—1)? = 30 # 0, maka

1 1

- = oy .~ (2zy)
up(l',y) f(Dq;,Dy)e 306

Contoh 3.6. Tentukan penyelesaian partikular persamaan

0%u 0%u 0%u
T 7 2T 1192 laty)
Ox? 785683/ + Oy? ¢

Penyelesaian:

Dalam kasus ini, f(Dy,Dy) = D3 — 7Dy Dy + 12D; dan a = 4,b = 1.
Karena f(4,1) = (4)? — 7(4)(1) + 12(1)? = 0, maka f(D,,D,) =
(Dy—4D,)(D,—3Dy) sehingga dapat dipilih F'(D,, D,) = (Dy—3D,)
karena F'(4,1) = 4 —3(1) = 1 # 0. Dengan demikian, penyelesaian
partikularnya adalah

i (aty) _ 1 T (aaty)

— (4z+y)
WY = 55, D,y F(4,1) 1! ‘

= xe

Contoh 3.7. Tentukan penyelesaian partikular persamaan

0%u 0%u 0u
v 4127 —sin (22 — 3y).
Ox? 78x8y * oy? sin (22 = 3y)

Penyelesaian:

Dalam kasus ini, f(D2, D,Dy,D?) = D3 —7D,D, + 12D; dan a =
2,b = —3. Karena f(—4,6,—9) = —4 + 7(2)(=3) — 12(-3)? = —4 —
42 — 108 = —154 # 0, maka

1

- in (22 — 3

up(x,y) f(D%,Dny,Dg) Sln( € y)
L sin (20— 3y) = ——= sin (2 — 3y)
= mn — = — m - .
F(—4,6, gy ey 154 AT T oY

Contoh 3.8. Tentukan penyelesaian partikular persamaan

@ - 732u - 2@ = sin (22 + y)
0x2  Oxdy Oy? Y
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Penyelesaian:
Dalam kasus ini, f(D2, D, Dy, D}) = D7 — DD, —2D; dana = 2,b =
1. Karena f(—4,—-2,—1) = -4+ 2+ 2 =0, maka

1

up(z,y) = 702 DD, D2) sin (2z + y)

261(2m+y)}
D — D, D — 2D

— Im (i(22+y) }

» +Dy)
2z+y) }

Il
~

|
~

m [ cos ( 2a:+y)+zs1n(2m+y)}}

—z—cos 2:c+y)+§sin(2:c+y)}

m{ 52

{@
m{21+21'

{-3

{

os (2z + y).

OJ\H

Contoh 3.9. Tentukan penyelesaian partikular persamaan

DPu_g 0u 0y
Ox? Oxdy oy v

Penyelesaian:
Dalam kasus ini, f(D,, D,) = D2 —7D,D, + 12D§. Oleh karena itu,
penyelesaian partikularnya adalah

(09) = 55 p@+y)= 1
iy = b)Y~ D2—7D,D, +12D?

(z+y)
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Contoh 3.10. Tentukan penyelesaian partikular persamaan

2 2 2
@ + O u + % — $€($+2y).
0x?  0xdy Oy
Penyelesaian:
Dalam kasus ini, f(D.,Dy) = D? + D,Dy + Dg. Oleh karena itu,

penyelesaian partikularnya adalah

1 1

— = olrt2y) (z+2y)
up(y) F(Da, D))™€ D2+ D,D,+D2"°
_ ) 1 .
(Dy + 1) + (Dy + 1)(Dy +2) + (Dy +2)?
_ ety 1 -
D2+ DDy + D2+ 4D, +5D, + 7
(z+2y) 4
e
= 1+ =D,
71+ 7 Dala
e(a:+2y) 4
= - [z + §]

Untuk kasus persamaan diferensial linier orde n homogen dengan ben-
tuk

o™u o™u o™u o™u
an@+anflm+”.+al8x6y”*1 +aoayn =0 (3.12)
mempunyai persamaan karakteristik berbentuk
anm™ + ap_ym™ L4+ Faym+ag=0
yang mempunyai akar-akar mq,mg, .-, m,.
1. Jika my, mo, - - ,m, semuanya real berbeda, maka penyelesaian

persamaan diferensial (3.12) adalah
u(z,y) = fi(y +miz) + faly +mox) + - + fuly + muz)
dengan fi, fo, -, fn fungsi sebarang.

2. Jika m; = mg = --- = m,, = m semua real, maka penyelesaian
persamaan diferensial (3.12) adalah

u(z,y) = fily+mz)+zfoly +mz) + 22 f3(y + mz) + - -
+2" 7 fo(y + ma)

dengan fi, fo, -, fn fungsi sebarang.
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Contoh 3.11. Selesaikan persamaan diferensial

ot o o

Ou_ o o B,

ox4 Ox20y>? oyt
Penyelesaian:
Pada contoh ini, persamaan karakteristiknya adalah m* —5m?4+4 =0
dengan akar-akarnya adalah m; =1, mg = —1,m3g = 2, dan my = —2,

sehingga penyelesaian umumnya adalah

u(z,y) = fily + ) + foly — 2) + f3(y + 22) + fa(y — 22)
dengan fi, fs, f3, dan f4 fungsi-fungsi sebarang.
Contoh 3.12. Selesaikan persamaan diferensial

3 Bu Bu PBu

gu_ 12 g2 % .
ox3 0x20y + Oxdy? oy3 0

Penyelesatan:

Pada contoh ini, persamaan karakteristiknya adalah m? —6m?2+12m —
8 = 0 dengan akar-akarnya adalah m; = mo = ms = 2, sehingga
penyelesaian umumnya adalah

w(z,y) = fiy + 2x) + zfoly + 22) + 2° f3(y + 22)
dengan fi, fs, dan f3 fungsi-fungsi sebarang.

Contoh 3.13. Selesaikan persamaan diferensial

0*u 0*u 0*u 0t 0*u

— — -3 +8 —4— =0.

Ox? 0x30y Ox20y>? Oxdy3 oy*
Penyelesaian:
Pada contoh ini, persamaan karakteristiknya adalah m?* —2m?2 —3m?+
8m — 4 = 0 dengan akar-akarnya adalah m; = 2,mys = —2 dan

ms3 = my = 1, yang merupakan kombinasi dari akar-akar real berbeda
dan akar-akar real kembar. Dengan demikian penyelesaian umumnya
adalah

u(z,y) = fi(y +22) + fa(y — 22) + fa(y + z) + o fa(y + 2)

dengan fi, fa, f3, dan f4 fungsi-fungsi sebarang.
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Contoh 3.14. Tentukan penyelesaian partikular persamaan

Fu O FBu

) =
Ox3 0x20y + 383@81/2

2z—y

e

Penyelesaian:
Pada contoh ini, f(D,, Dy) = Di—ZD%Dy—FSD:CDS dana =2,b= —1.
Karena f(2,—1) =23 —2(22)(—1) + 3(2)(—1)? = 22 # 0, maka
_ 1 20—y __ i 2rx—y
up(l',y) - f(ngDy)e - 226 .

Contoh 3.15. Tentukan penyelesaian partikular persamaan

Bu Bu Pu Pu

Z 246 22—y
Ox3 + 0x20y + ¢

12 8— =
Ox0y? + oy3

Penyelesaian:

Dalam contoh ini, f(D,, Dy) = D3 +6D2D,+12D,D;+8D; dan a =
2,b = —1. Karena f(2, —1) = 2346(2)?(—1)+12(2)(—1)?+8(—1)3 = 0,
maka f(Dy,Dy) = (Dy + 2Dy)3F(D,, D) dengan F(D,,D,) = 1.
Dengan demikian, penyelesaian partikularnya adalah

up(z,y) = - e Y = 1 e
P f(Dz, Dy) D} +6D2Dy, + 12D, D2 + 8D}

1
e
(D, + 2D, 3F(2,—1)

3
x _ 1 _
_ €2ac Yy 7333623} Y.

3! 6

2x—y

2rx—y

Contoh 3.16. Tentukan penyelesaian partikular persamaan

i O P o
oxr3  0x20y  Oxzdy?: 0Oy

= sin (22 — y).

Penyelesaian:

Pada contoh ini, f(D?, DDy, D}) = D3 — D2D, + D,D; — D; dan
a = 2,b = —1. Karena itu diperoleh f(—4,2,—-1) = —4D, + 4D, —
D,+Dy, = —-5D;+5D,. Dengan demikian, penyelesaian partikularnya
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adalah

1

= in (2¢ —
Up(ﬂj, y) f(DC%,D;L-Dy,D:Z) Sln( x y)

. f(_4712’_1)sin (22 — y)
D)
BBy (0 oy Y
CE

% sin (2z — y)
1

5

1

5

1 1
5

1

5

1

5

(Dg + Dy)sin 2z — y)

Dy 208 (20 —w) — cos (20 )]

1
(Dz - D3)
1
[—4 = (=1)]

cos (2z — y)

cos (22 — y)

3.3 PDP Linier yang Dapat Direduksi
Persamaan diferensial linier dengan koefisien konstan

f(Dz, Dy)u = g(x,y) (3.13)

dikatakan dapat direduksi jika fungsi f(D,, D, ) pada ruas kiri persa-
maan (3.13) dapat difaktorkan menjadi perkalian dari bentuk-bentuk
derajat satu dalam D, dan D,. Sebagai contoh, persamaan diferensial

(D2 — D} + 3Dy + Dy + 2)u = 2> + sin (2z — y)
merupakan persamaan diferensial yang dapat direduksi karena
f(Dg,Dy) = (D2 =D} 43Dy + Dy+2) = (Dy+ Dy+1)(Dy — Dy +2).
Penyelesaian persamaan diferensial linier homogen

f(Dz, Dy)u = (aDy + bDy + c)u =0
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adalah
u(z,y) = e~/ f(ay — bx), untuk a # 0,

atau
u(z,y) = e~/ f(ay — bx),untuk b # 0,

dengan f fungsi sebarang.
Penyelesaian persamaan diferensial linier homogen

f(Dz,Dy)u = (a1 Dy + b1 Dy + c1)(a2Dy + baDy + c2)u =0

adalah

u(z,y) = e~ c1r/m filary — bix) + e_cﬂ/“?fl(agy — byx),
atau

w(x,y) = e Y (ary — bia) + €279 f1 (agy — box),
atau

u(@,y) = e fi(ary — bix) + e~ V" fi(azy — bow),
atau

u(z,y) = e—c1y/b1 filary — bix) + e_CQy/bel(agy — box),
dengan f; dan fo fungsi sebarang.

Contoh 3.17. Tentukan penyelesaian persamaan diferensial

282u 382u 0%u n ou Ou i 0

_— _— _— _— — u = .

Ox? Oy? oxdy Ox Oy

Penyelesaian:

Pada contoh ini f(Dy, Dy) = 2D2 — 3D — 5D, Dy, 4+ D, — D, + 2 =
(2Dy + Dy + 1)(Dy — 3Dy + 2). Dengan demikian salah satu bentuk
penyelesaian umumnya adalah

u(z,y) = e 2 fi(2y — 2) + e oy + 3)

dengan f; dan fo fungsi sebarang.

Untuk penyelesaian partikular persamaan diferensial linier yang
dapat direduksi cara mendapatkannya tidak berbeda dengan mencari
penyelesaian partikular seperti sebelumnya.
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Contoh 3.18. Tentukan penyelesaian partikular persamaan diferen-

sial
0%u 0%u u  Ou Ou
2— 3=~ —bh— +— — — +2u=¢€"Y.
Ox? Oy Oxdy + ox Oy Tau=e
Penyelesatan:

Pada contoh ini, f(Dg,D,) = 2D2 — 3D; — 5D, Dy + D, — Dy + 2,
sehingga f(1, 1) = 2(1)2-3(-1)2=5(1)(-1)+1—(=1)+2 =8 #0.
Dengan demikian penyelesaian partikularnya adalah

1 - 1 1
up(z,y) = "Y'= ——c¢
R 073y 3 TR N
Contoh 3.19. Tentukan penyelesaian partikular persamaan diferen-
sial
0%u 0%u @ ou

) p— —_— = — 2v).
92 oy + 9z By + u = cos (x — 2y)

Penyelesaian:

Pada contoh ini, f(D2, D,D,, D;) =D2— 2D§ +D,—Dy+1, sehingga
f(=1,2,-4) = =12+ 2(-2)2 + D, — Dy + 1 = D, — D, + 8. Dengan
demikian penyelesaian partikularnya adalah

1
up(z,y) = cos (z — 2y)
P f(D%,D.Dy, D3)
- cos(a—2)
B f(_1727_4) st Y
- _cos(a—2y)
= (Dy—Dy+8) T
1 (D — D, — 8)
= cos(x — 2
(D — Dy +8) (Dy — D, — 8) (= 2y)
1
— (D, — D, — —2
( v =82 —2D,D, + D2 —64) (z=2)
1
= (Dy—Dy—238) cos (z — 2y)

(—12+2(—2) — 22— 64)

= [ sin (o — 2g) — 2sin (x — 2y) ~ Scos (x — 2)]
= o [3sin (z — 2) + 8cos (z — 29)].
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3.4 PDP Linier yang Tidak Dapat Direduksi

PDP linier homogen dengan koefisien konstan
f(Dz,Dy)u=0 (3.14)

dikatakan tidak dapat direduksi jika fungsi f(D,,D,) pada ruas
kiri persamaan (3.14) tidak dapat difaktorkan menjadi perkalian dari
bentuk-bentuk derajat satu dalam D, dan D,. Sebagai contoh, per-
samaan diferensial

f(Dy, Dy)u = (D2 + Dy + Dy)u=0

merupakan persamaan diferensial yang tidak dapat direduksi.
Karena sifat operator DZLDL‘C’G‘”J“@ = Ca™b"e® % dengan a, b, dan
C konstanta-konstanta, maka penyelesaian dengan menggunakan subs-
titusi persamaan

u = Ce®® by (3.15)

ke dalam persamaan (3.14) akan menghasilkan Cf(a,b)e®* % = 0.
Karena persamaan (3.15) adalah penyelesaian persamaan (3.14) dan
Ce®+b —£ (), maka haruslah f(a,b) = 0.

Selanjutnya, untuk bilangan a atau b yang dipilih, maka nilai a atau
b yang diperoleh dengan menggunakan f(a,b) = 0 sehingga meng-
hasilkan pasangan-pasangan (a;, b;) yang memenuhi f(a,b) = 0. Seca-
ra umum, penyelesaian persamaan (3.14) dinyatakan sebagai

(e.)
u(e,y) = 3 Cretiethi
=1

dengan f(a;,b;) = 0.
Jika ruas kiri persamaan (3.14) dapat diuraikan menjadi bentuk

J(Dq, Dy)u = (D, + hDy, + k)g(Dy, Dy)ua

maka untuk setiap pasangan (a,b) dengan a + hb + k£ = 0 memenuhi
persamaan f(a,b) = 0. Perhatikan, untuk semua pasangan (a;,b;) =
(—hb; — k,b;), dengan menggunakan sifat f(a;,b;) = 0, diperoleh

o oo
u(:L‘, y) — Z Cie—(hbﬁ-k):c-i—biy _ e—ka: Z Ciebi(y_hx)
i=1 i=1

yang merupakan penyelesaian persamaan (3.14) yang berkaitan de-
ngan faktor linier (D, + hD, + k) dari f(D,, D).
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Contoh 3.20. Carilah penyelesaian umum persamaan diferensial
(D2 + Dy + Dy)u = 0.

Penyelesaian:
Persamaan diferensial di atas adalah persamaan diferensial yang tidak
dapat direduksi. Sehingga untuk penyelesaiannya adalah

o0
u(a,y) =Y Cie® 0w,
=1

dengan Cj, a;, dan b; konstanta-konstanta sebarang.
Contoh 3.21. Carilah penyelesaian umum persamaan diferensial
(Dg + 2D,)(Dy — 2Dy 4 1)(Dy — D)u = 0.

Penyelesaian:
Persamaan diferensial di atas memiliki bagian faktor linier dan nonli-
nier. Sehingga untuk penyelesaiannya adalah

e Untuk (D, + 2D,)u = 0, diperoleh a; = 1,b; = 2, dan ¢; = 0.
Dengan demikian diperoleh penyelesaian pertamas:

ui(z,y) = fily — 2z).

e Untuk (D; — 2D, + 1)u = 0, diperoleh az = 1,by = —2,¢5 = 1.
Dengan demikian diperoleh penyelesaian kedua:

up(z,y) = e Tfoly+2x)  atau  wug(w,y) = e V2 foly+22).

e Untuk (Dx — Dg)u = 0 merupakan bentuk yang tidak dapat
direduksi, dalam hal ini g(a,b) = a — b, dengan demikian b =
bi,a; = b?, sehingga penyelesaian ketiga adalah

[e%S)
b2x+b;
U3($,y) = Zcze B 1y7
i=1

Jadi penyelesaian umum persamaan diferensial adalah

oo
u(z,y) = fily — 20) + e foly +2) + Y Cielia+hi,
=1

dengan f; dan fy fungsi-fungsi sebarang, dan Cj, a;, dan b; konstanta-
konstanta sebarang.
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3.5 Rangkuman

1. Persamaan diferensial orde dua linier homogen dengan koefisien
konstan mempunyai bentuk umum

Pu, P Pu_
“or2 922 " Coxz "

mempunyai persamaan karakteristik
am? +bm+c =0,

dengan akar-akar karakteristik m; dan my. Penyelesaian umum
persamaan diferensial di atas adalah:

(i). Jika mj # mgy keduanya real, maka penyelesaian persamaan
adalah

u(z,y) = fi(y + miz) + fa(y + maz)

dengan f; dan fs fungsi sebarang.

(ii). Jika m; = mo = m kembar real, maka penyelesaian umum
persamaan diferensial adalah

u(@,y) = fily + mx) + x fay + mz)

dengan f; dan fs fungsi sebarang.

(iii). Jika m; dan mgy kompleks sekawan misal mi2 = a+ib, maka
penyelesaian umum persamaan diferensial adalah

u(z,y) = fily + (a +ib)x) + foly + (a — ib)z)
dengan f; dan fy fungsi sebarang.
2. Persamaan diferensial parsial linier nonhomogen yang berbentuk
f(Dz, Dy)u = (AD? + BD,D, + C’Dg)u = g(z,y),
mempunyai penyelesaian partikular sebagai berikut.

(i). Jika g(x,y) = @)  maka penyelesaian partikularnya
adalah

L aatby) _ 1 (aztiy)

) = 5D, D,) fan®



Bab 3. PDP Linier Orde Tinggi dengan Koefisien Konstan 57

jika f(a,b) # 0, dan
J(De,Dy) = (Dy = 3D,) F(Ds, D),

dengan F'(a,b) # 0, maka

1

b ey 1

w@y) = 5 D, )
_ 1 xre(aaz—&-by)_

F(a,b) r!

(ii). Jika g(z,y) = sin(az + by) atau g(z,y) = cos(azx + by),
maka penyelesaian partikularnya adalah

up(x,y) = ! sin (ax + by)
P ’ f(D%,Dny,DZ)
1 :
= T —ab ) sin (ax + by),
up(x,y) = ! cos (azx + by)
P ’ f(D‘%uDIDyaDz)
1
= F(Ca?. —ab 1) cos (az + by),

jika f(—a?, —ab, —b?) # 0.
Jika f(—a?,—ab,—b*) = 0, dapat menggunakan sifat bi-
langan kompleks bahwa €' = cos x + i sin z, sehingga dipe-
roleh sinz = Im{e*®} dan cosz = Re{e®}. Penyelesaian
selanjutnya mengikuti aturan pada butir 1.

(iii). Jika g(z,y) merupakan polinomial berderajat n untuk x dan
berderajat m untuk y, maka penyelesaian partikularnya

1 n m
up(z,y) = mﬂ(w,y) = (mean;Dy )g(:v,y)

(iv). Jika g(z,y) = e@+t)y(z, ), maka penyelesaian partiku-

larnya
1
(az+by)
up(x7 y) f(Dg;,Dy)e U("B7y)
6(am—i—by) 1

f(Dx+a, Dy—}—b)v(x’y)
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3.

3.6

Persamaan diferensial linier dengan koefisien konstan

f(Dx,Dy)u = g(z,y)

dikatakan dapat direduksi jika fungsi f(D,, D) pada ruas ki-
ri persamaan dapat difaktorkan menjadi perkalian dari bentuk-
bentuk derajat satu dalam D, dan D,. Penyelesaian persamaan
diferensial linier homogen

f(Dz, Dy)u = (aDy + bDy + c)u =0

adalah
u(z,y) = e /% f(ay — bx), untuk a # 0,

atau

u(z,y) = e~V f(ay — bx), untuk b # 0,
dengan f fungsi sebarang.
Persamaan diferensial linier homogen dengan koefisien konstan
f(Dz, Dy)u =0

dikatakan tidak dapat direduksi jika fungsi f(D,, D) pada ruas
kiri persamaan tidak dapat difaktorkan menjadi perkalian dari
bentuk-bentuk derajat satu dalam D, dan D,.

Soal-soal Latihan

. Carilah penyelesaian umum dari persamaan diferensial homogen

berikut:
a. (D} +2D2D, — D, D? — 2D3)u = 0.
b. (D2 — 8D, D, + 15D2)u = 0.
c. (D2+4D,Dy+4D})u = 0.

. Carilah penyelesaian partikular persamaan diferensial berikut:

a. (D3 +2D2Dy — D, D2 —2D})u = (y + 2)e”.
b. (D2 — 8D, Dy + 15D2)u = e"+2Y,
c. (D2+4D,D, + 4D12/)u = sin 3z — 2y.
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3. Carilah penyelesaian umum dari persamaan diferensial nonho-
mogen berikut:
a. (D3 +2D2D, — D, D2 — 2D})u = 2e* 1.
b. (D2 — 8D, Dy + 15D2)u = cosz — 3y.
c. (D2+4D,D, + 4D§)u =22 +y.
4. Carilah penyelesaian umum dari persamaan diferensial homogen
yvang tidak dapat direduksi berikut:
a. (D2 +2D,D, — D; + D, — Dy)u = 0.
b. (D2 — D, + Dy)u = 0.
c. (D2 +42D,D}—2Dy+ 3)u=0.
5. Carilah penyelesaian umum dari persamaan diferensial berikut:
a. (D2 +2D,Dy — D} 4+ Dy — Dy)u = 3e** 7.
b. (D2 — D, + Dy)u = sin (z + y).
c. (D?+ ZDID:LQI — 2Dy + 3)u = "V sin (2z + y).

3.7 Bahan Diskusi

Diskusikan dengan teman-temanmu bagaimana cara menentukan pe-
nyelesaian partikular persamaan diferensial berbentuk

2y u u : ;
907 oy T oy = TV WNEY)

dengan f fungsi eksponensial, g fungsi sinus atau cosinus, dan h fungsi
polinomial.
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Bab 4

Tipe-tipe Khusus PDP
Linier Orde Dua

Tujuan yang akan dicapai setelah mahasiswa (atau pembaca)

mempelajari materi dalam bab ini diantaranya:

1.

Mahasiswa dapat mengklasifikasikan persamaan diferensial par-
sial orde dua apakah merupakan jenis hiperbolik, parabolik, atau
eliptik.

. Mahasiswa dapat menentukan bentuk kanonik persamaan dife-

rensial parsial linier orde dua melalui transformasi persamaan
diferensial.

Mahasiswa dapat merumuskan masalah syarat awal dari per-
samaan diferensial yang dilengkapi dengan syarat awal.

Mahasiswa dapat merumuskan masalah syarat batas dari per-
samaan diferensial yang dilengkapi dengan syarat batas.

. Mahasiswa dapat merumuskan masalah syarat awal dan syarat

batas dari persamaan diferensial yang dilengkapi dengan syarat
awal dan syarat batas.

61
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PDP linier orde dua dengan koefisien konstan mempunyai bentuk
umum:

A¢xx+B¢xy+c¢yy+D¢x+E¢y+F¢:G (4'1)

dengan A, B,C, D, FE, F adalah konstanta-konstanta dan G fungsi da-
ri z dan y saja. Pada subbab berikut ini akan diperlihatkan bahwa
dengan menggunakan perubahan peubah dari persamaan (4.1) selalu
bisa ditemukan bentuk-bentuk khusus berupa persamaan panas, persa-
maan gelombang dan persamaan Laplace yang telah dikenalkan pada
Bab 1. Tujuan dalam bab ini adalah membahas teknik melakukan
klasifikasi PDP linier orde dua dengan koefisien konstan.

4.1 Klasifikasi PDP Linier Orde Dua

Misalkan sebuah kurva I' didefinisikan oleh £(x,y) = 0. Untuk ke-
sesuaian fungsi tersebut diambil £(z,y) = konstan, yang nilai-nilai
konstannya dipilih sedemikian rupa. Misalkan ada dua keluarga kurva
yang didefinisikan oleh 7(z,y) = konstan, sedemikian hingga kita da-
pat menggunakan £ dan 7 sebagai koordinat lokal atau lebih spesifik
lagi yaitu nilai Jacobi dari {1y — {yn, # 0. Perlu diingat bahwa ¢
dan 1 merupakan keluarga kurva-kurva yang tidak perlu tegak lurus.
Selanjutnya, transformasi untuk mendapatkan koordinat yang baru di-
gunakan simbol yang sama yaitu ¢ dalam fungsi ¢ dan 7, diturunkan
dengan aturan rantai, diperoleh:

¢ = 9(&n)
Gr = el + Oy
¢y = ¢£€y+¢nny
buw = Geebl+ 20enEann + Gyl + bebun + yla

Py ¢§£§g2/ + 20¢nSyny + ¢m777§ + Gelyy + oty
bey = ¢§£§x§y + ¢£77 (gxny + fynx) + ¢m777x77y + ¢£§xy + ¢nnxy-

Kemudian nilai-nilai di atas disubtitusikan ke persamaan (4.1) sehing-
ga diperoleh

¢£§ (Af,f + Bg:):fy + 055) + ¢§77(2A§:1:77x + B[&x"?y + nxéy] + 2052/’71/) +
G (An2 + Bnany + Cn2) + ¢e(Alpg + Béay + C&yy + Dy + EE)) +
Gn(Ange + Bnzy + Cnéyy + Dne + Eny) + Fo = G. (4.2)
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Selanjutnya, perlu ditentukan apakah persamaan
AL+ B&& +CE =0 (4.3)
berlaku atau tidak pada I'.

Pertama, andaikan bahwa tidak ada fungsi real {(z,y) yang meme-
nuhi persamaan (4.3) (hal ini bisa terjadi misalnya A = C' =1, B = 0).
Kemudian tidak jadi masalah apakah kurva I' dipilih, koefisien dari ¢¢¢
pada persamaan (4.3) tidak bisa hilang, sehingga ¢¢¢ bisa ditentukan
sepanjang I'. Sekarang, semua turunan tertinggi (kedua) dari ¢ bisa
ditentukan pada I' dengan menurunkan ulang. Kedua, andaikan bah-
wa, fungsi £(z,y) yang memenuhi persamaan (4.3) adalah sepanjang
kurva £ = 0, maka kurva I' didefinisikan oleh &(x,y) = 0 sehingga
proses menentukan fungsi transformasi gagal karena koefisien ¢¢¢ pa-
da persamaan (4.2) tidak ada/hilang sepanjang I'. Dua kemungkinan
untuk persoalan di atas adalah bahwa masalah tersebut selalu dapat
diselesaikan atau ada fungsi tertentu yang menyebabkan permasalahan
tidak dapat diselesaikan.

Dalam menyelesaikan persamaan (4.3) perlu diingat bahwa ruas ki-
rinya merupakan persamaan kuadrat dalam (£, /&) atau (§,/&;) yang
ada atau tidak akar-akar realnya tergantung pada tanda diskriminan
B? — 4AC.

Cara lain untuk mengklasifikasikan persamaan (4.2) adalah dengan
cara berikut ini. Persamaan (4.2) merupakan persamaan berbentuk

A¢ee + Boey + Cpy + De + Egpy + Fp = G (4.4)
dengan koefisien-koefisien diberikan oleh
= A&+ B&y + C¢)
= 2A&n + Bl&any + nu&y] +2CEm,
= A’ + Bngny + Cng (4.5)
Azz + By + C&yy + D& + EEy
Angy + Bngy + Cnyy + Dy + Eny
= F
= G

Q=D Al Do

Langkah selanjutnya adalah menentukan koefisien-koefisien A dan C
dalam persamaan (4.4) sama dengan nol dan mendapatkan penyele-
saian transformasi £ = £(z,y) dan n = n(x,y), sehingga diperoleh



64 Bab 4. Tipe-tipe Khusus PDP Linier Orde Dua

koordinat baru yang mereduksi persamaan diferensial (4.1) menjadi
bentuk kanonik berikut

A = A+ B&E, + 0 =0
C = Anl+ B, +Cn.=0
atau
A& /€ + B(€/&) +C = 0 (4.6)

A(nz/ny)? + B(ne/ny) + C =

Dengan menyelesaikan persamaan (4.6) untuk (&,/&,) dan (1z/ny)
yang merupakan persamaan karakteristik dari PDP orde dua terse-
but, seperti yang diberikan oleh persamaan berikut ini.

(éi) _ —B+VB? - 4AC

&, 24
e\ _ —B-+vB?-4AC
(ny) - 2A (47)

Perlu diingat bahwa masing-masing (£,/§,) dan (1/7,) mempunyai
dua penyelesaian akar-akar dari persamaan karakteristik yang meru-
pakan persamaan kuadrat, tetapi di sini kita hanya mencari satu pe-
nyelesaian saja yang membuat A dan C sama dengan nol. Untuk itu
diambil akar-akar yang berbeda. Dengan demikian kita terhindar dari
koordinat yang sama sehingga masalah di atas telah direduksi menjadi
dua fungsi {(x,y) dan n = (z,y) sedemikian hingga rasio (£,/&,) dan
(n2/ny) memenuhi persamaan (4.6).

Untuk memahami bagaimana cara mencari ¢ dan 1 diberikan con-
toh berikut.

Contoh 4.1. Diketahui PDP orde dua dengan koefisien konstan
¢zx - 4¢yy + ¢x =0,

tentukan persamaan karakteristik dan koordinat baru dari PDP terse-
but.

Penyelesaian:
Dalam contoh ini diperoleh B? — 4AC = 16 > 0, dengan persamaan



Bab 4. Tipe-tipe Khusus PDP Linier Orde Dua 65

karakteristik seperti berikut

dy & _ B-VBP-HAC

dx &y 2A

dy __m _ B+VB?—4AC _, s
dx My 2A ’ '

Untuk mendapatkan £ dan 7, terlebih dahulu dicari y dengan meng-
integralkan persamaan (4.8), diperoleh

y = —2x+c
y = 2x+co. (4.9)

Dari kedua fungsi pada persamaan (4.9), £ dan 7 ditentukan dari £ = ¢;
dan n = cp. Jadi £ dan n yang memenuhi persamaan karakteristik (4.8)
adalah ¢ =y + 22 =c¢; dan n =y — 22 = co.

Dari contoh di atas, telah diketahui cara mendapatkan koordinat
baru. Selanjutnya adalah bagaimana menentukan persamaan kanonik,
hal ini dilakukan dengan mengambil koordinat baru tersebut kemudi-
an mensubsitusikannya ke persamaan (4.4), dengan koefisien-koefisien

simpulkan, klasifikasi persamaan (4.1) tergantung pada koefisien A, B,
dan C, yang dalam hal ini ada tiga kemungkinan yaitu

1. B2 —4AC > 0 (hiperbolik),
2. B? —4AC = 0 (parabolik), dan
3. B2 —4AC < 0 (eliptik).

Karena klasifikasi tergantung pada A, B dan C, maka untuk memu-
dahkan pembahasan berikutnya, persamaan (4.1) perlu dinyatakan
ulang dalam bentuk

A¢ye + Boyy + Cdyy = H (4.10)
dengan H = H(x,y, ¢, ¢z, ¢y) dan persamaan (4.4) menjadi
Apee + Boey + Cyy = H (4.11)

dengan F = F(& m, (b: ¢§7 ¢?7)
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4.2 Persamaan Hiperbolik

Pandang persamaan

§2\2 €o
A(ZE) +B(Z)+c=0 (4.12)

&y &y
yang mana sepanjang kurva £(z,y) =konstan, diperoleh bahwa d§ =
&xdr + Eydy = 0 atau % = —g—z sehingga persamaan (4.12) dapat

ditulis menjadi

A(%Y—B(%) +C =0 atau Ay? — By, +C =0 (4.13)

Akar-akar persamaan (4.13) adalah

B+ +VB? - 4AC B —+B? —4AC

Jika B2—4AC > 0, maka akar-akar dari (4.14) adalah real dan berbeda
dan hasil integralnya merupakan dua kurva karakteristik. Sekarang
persamaan (4.11) tereduksi menjadi

¢£n = H, (4.15)

dengan Hy = % dan dapat diperhatikan bahwa B # 0. Persamaan
(4.15) disebut bentuk kanonik pertama dari persamaan hiperbolik.
Jika digunakan peubah bebas yang baru o = £ +n dan § = £ —n, maka
persamaan (4.15) ditransformasi menjadi

Daa — ¢/3,B = HQ(Oﬁﬂa ®, Pa ¢ﬁ) (416)

Persamaan (4.16) disebut bentuk kanonik kedua dari persamaan
hiperbolik.

Contoh 4.2. Diketahui persamaan hiperbolik 1% ¢z —x2¢yy =0. Ten-
tukan bentuk kanonik pertama dan bentuk kanonik kedua dari persa-
maan hiperbolik tersebut.

Penyelesaian:

Misalkan akan dicari koordinat baru yang akan mengubah persamaan
diferensial ke bentuk kanonik dalam z dan y pada kuadran pertama.
Persamaan hiperbolik pada kuadran pertama adalah

P huw — 20y =0, x>0,y > 0. (4.17)
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Langkah 1.

Selesaikan kedua persamaan karakteristik dengan mengambil A = C' =
0 adalah

@_B+\/B2—4AC_ T @_B—\/Bz—élAC_a;

— _z d — x
dx 2A Y an dz 2A Y
(4.18)

Selanjutnya, dengan menggunakan teknik integral untuk peubah ter-
pisah, maka penyelesaian persamaan (4.18) adalah

-2 =¢ dan 2+ 2 = .
Jadi, koordinat baru ¢ dan 7 yang diperoleh adalah ¢ = y? — 22 dan
n=y>+ x>
Langkah selanjutnya, dari koordinat yang baru tersebut dicari per-
samaan diferensial yang baru dengan menghitung nilai-nilai berikut
(seperti dalam persamaan (4.5)):

A =0, diperoleh penyelesaian £

B = —163:23/2
C =0, diperoleh penyelesaian 1 (4.19)
D = —2(a* + ¢
E=2(y* — 2%

F=F=0,dan G =G =0.

Subtitusikan nilai-nilai dari (4.19) ke persamaan (4.4) sehingga di-
peroleh persamaan diferensial yang baru (hasil transformasi)

—(@? + %) e + (v — )y —nde + Ey
8x2y? 2282

Gen = (4.20)

Langkah 2.
Selesaikan persamaan (4.20) untuk = dan y dalam bentuk ¢ dan 7,
sehingga diperoleh bentuk kanonik pertama yaitu

b = NPT EOn
HEEGETON

Langkah 3.
Koordinat yang baru dan bentuk kanonik pertama telah ditemukan,
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selanjutnya akan dicari bentuk kanonik kedua dengan menggunakan
transformasi

a = a&n) =6+
B = BEn) = (4.21)

kemudian nyatakan bentuk kanonik pertama dalam « dan S.
Dari (4.21) diperoleh o¢ = 1,0y = 1, ¢ = 1 dan 3, = —1, sehingga

¢ = Gats + Pl = Pa + Pp
¢77 = ¢aan + (25,3677 = o — ¢ﬁ
¢£17 ¢aaan + ¢aB/3n + ¢ﬂa04n + ¢5B6¢7 = Qoo — ¢B,B

Jadi, bentuk kanonik kedua dari contoh ini adalah

Paa — Pgp = _B¢;a_ﬁ i)

Bila diinginkan penyelesaian untuk koordinat o dan 8 dalam x dan y
dapat dicari dengan cara berikut

a = E+n=Y"—2")+ @y +2%) =2y

B = == —2") - +2%) = -7

Salah satu alasan mengapa perlu dilakukan klasifikasi PDP orde dua
adalah karena tiga klasifikasi utama dari PDP orde dua berbentuk per-
samaan hiperbolik, parabolik dan eliptik yang secara fisik menggam-
barkan proses gelombang bergerak, proses difusi dan masalah ste-
ady state. Penyelesaian matematik dari ketiga tipe ini masing-masing
mempunyai karakter yang sangat berbeda.

4.3 Persamaan Parabolik

Pada kasus ini, syarat yang harus dipenuhi adalah B? —4AC = 0 dan
akar-akar dari persamaan (4.14) adalah akar-akar kembar, sehingga
hanya ada satu kurva karakteristik yaitu & = konstan atau n = kons-
tan. Koordinat baru dalam bentuk (£, 7) diberikan oleh

Gy = H(E,n, ), de, Pn). (4.22)
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Dengan menggunakan koordinat baru £ = {(z,y) dan n(z,y) akan di-
peroleh persamaan (4.4) dan (4.5). Tujuan di sini adalah menjadikan
B dan salah satu dari A atau C sama dengan nol, kemudian mencari
penyelesaian untuk ¢ dan 7.

Misalkan diambil A = B = 0 dan selesaikan persamaan yang di-
peroleh. Pertama ambil A = 0 dan selesaikan untuk (&, /¢,) sehingga
diperoleh g—: = —%. Jadi, koordinat baru § = £(z,y) yang memenu-

hi persamaan parabolik ini adalah % = —g—z = % dan penyelesaian

persamaan tersebut secara implisit ditulis sebagai {(z,y) = ¢;. Selan-
jutnya perlu dicari n = n(z,y) sehingga B = 0. Oleh karena kondisi
B? — 4AC = 0 didapatkan ¢ = &(x,y) sedemikian hingga A = 0,
maka, secara otomatis koefisien B = 0. Untuk memahami persamaan
parabolik ini diberikan contoh berikut.

Contoh 4.3. Transformasikan persamaan parabolik berikut ke dalam
bentuk kanonik ¢zz + 204y + ¢yy = 0.

Penyelesaian:

Dari contoh ini diperoleh A =C =1,B=2D=FE=F =G =0
sehingga B? — 4AC = 0 untuk setiap = dan y. Untuk mendapatkan
koordinat yang baru £ dan n serta persamaan kanoniknya dilakukan
langkah-langkah sebagai berikut:

Langkah 1: Tentukan persamaan karakteristiknya (dalam hal ini ha-
nya ada satu) yaitu % = —g—z = % = 1. Dengan mengintegralkan
persamaan ini diperoleh penyelesaian y = x + ¢;. Dengan demikian
¢ = y — x memenuhi persamaan karakteristik yang membuat A = 0.
Selanjutnya, koordinat 1 dapat dicari dengan cara memilih 7 asalkan
tidak paralel dengan £. Dalam kasus ini, dipilih n = z, sehingga koo-
rdinat yang baru adalah £ =y —x dan n =y.

Langkah 2: Langkah berikutnya adalah mencari persamaan kanonik.
Dengan mensubstitusikan ¢ dan n ke dalam koefisien-koefisien yang
baru A, B, --- , G diperoleh:

S/ e/
I
o o~ o o
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= F=0,
G=0.

Ql =

Kemudian nilai-nilai ini disubtitusikan ke persamaan (4.4), sehingga
diperoleh

Oy = 0.

Penyelesaian persamaan ini, diperoleh

o(&,m) = nF1(§) + Fa(S)

dengan F; dan F, fungsi sebarang.
Langkah 3: Langkah terakhir adalah mensubtitusikan kembali koordi-
nat asal x dan y, sehingga diperoleh penyelesaian umum adalah

o(z,y) =yFi(y — o) + Fa(y — z).

4.4 Persamaan Eliptik

Syarat untuk persamaan eliptik adalah B? —4AC < 0. Tujuan di sini
adalah mentransformasi persamaan (4.1) menjadi bentuk yang baru

Gee + dnm = H(E,m, &, ¢, Pn) (4.23)

dengan cara mengubah peubah bebasnya seperti yang telah dilakukan
pada dua tipe sebelumnya, maka untuk tipe eliptik ini dengan cara
membuat A = C dan B = 0 ke dalam persamaan (4.4) dan menye-
lesaikannya untuk £ dan 7. Satu pengecualian untuk tipe eliptik ini
adalah bahwa tidak dapat menyelesaikannya untuk & dan 7 karena
A —C =0dan B = 0, sehingga diperlukan perlakuan yang agak ber-
beda dengan dua tipe sebelumnya. Di sini adalah mencari transformasi
¢ = &(xz,y) dan n = n(z,y) sebagai komposisi dari dua transformasi
dengan langkah-langkah berikut.

Transformasi 1.: Pertama, dilakukan transformasi ke dalam koordinat
baru £ dan 1 agar menghasilkan persamaan yang berbentuk

ben = H(E,1, ), d¢, dn)- (4.24)

Pada transformasi ini, koordinat yang diambil adalah koordinat kom-
pleks &€ dan n, dengan cara yang sama seperti pada persamaan hiper-
bolik, dengan menggunakan persamaan karakteristik

dy B=VB?_1AC
de 2A
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untuk mendapatkan £(z,y) = konstan dan n(x,y) =konstan. Sebagai
ilustrasi, misalkan diketahui persamaan karakteristik
dy

=2 = 49
du 1r

maka akan menghasilkan koordinat kompleks sekawan

£=y+iz? dan n=y— iz’
Transformasi 2. Lakukan transformasi dari bentuk (£,7) ke (o, )
dengan menggunakan o = &T” dan f = 527—2" yang akan men-
transformasikan persamaan ¢¢, = H(&,n, ¢, ¢¢, ¢,) menjadi persama-

an ¢aa + ¢ = Y(a, B, ¢, ¢q,ps) dengan H dan 1) adalah bentuk

umum dari ruas kanan.

Contoh 4.4. Diketahui persamaan y2¢$x+$2¢yy = 0, tentukan bentuk
kanonik dari persamaan eliptik tersebut.

Penyelesaian:

Dalam kasus ini A = y2,B = 0,0 = 22D = FE =F =G =0
sehingga diskriminan B? — 4AC = —42%y? dan bentuk kanonik yang
akan dicari pada kuadran pertama x > 0,y > 0 dilakukan langkah-
langkah berikut.

Langkah 1. Transformasi 1

Menyelesaikan kedua persamaan karakteristik

dy  B-+vB*-4AC  /—4z%y? =z
dr 24 T o2 Y
dy  B+VB2—4AC /—42%y?2 x
dr 24 T Yy

Dengan menggunakan teknik integral untuk peubah terpisah, maka
penyelesaian persamaan karakteristik tersebut adalah

y? +iz®> = ¢; (konstan)

y? —iz® = ¢y (konstan)
sehingga diperoleh koordinat baru

g(l’, y) - y2 + 1T dan 77({1}‘7 y) = y2 — i$2.

Tidak jadi masalah dalam memasukkan kedua fungsi di atas ke dalam
nama & dan 7, karena boleh dipertukarkan kedua fungsi tersebut jika
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diinginkan. Transformasi pada langkah ini akan mereduksi PDP di
atas menjadi ¢§77 = H(é.v n, 9, ¢§a ¢n)

Bentuk dari persamaan ini dapat diabaikan (karena merupakan hiper-
bola kompleks), namun yang diperlukan adalah transformasi berikut-
nya.

Langkah 2. Transformasi 2

Pada transformasi kedua digunakan

= é% = y? (bagian real dari ¢ dan n)
= o . .
8 = 5 =% (bagian imajiner dari £ dan 7).

Dari sudut pandang penggunaan notasi mungkin akan lebih baik jika
diganti lagi peubah («, ) menjadi (£,7) sehingga hasil komposisi
transformasi menjadi £(x,y) = y? dan n(z,y) = 22

Langkah 3. Mencari persamaan kanonik

Bentuk kanonik yang baru ditemukan dengan menghitung koefisien-
untuk tipe-tipe persamaan sebelumnya, di mana untuk kasus ini £ = g/
dan n = 22, kemudian hasilnya disubstitusikan ke persamaan Zqﬁgg +

E(bfn + égbnn + ﬁqﬁg + Eqﬁn + F¢ = G diperoleh bentuk kanonik eliptik
_ —EPy — NP
¢m§ + ¢7777 - 2577 .

4.5 Masalah Syarat Awal dan Masalah Syarat
Batas

Persamaan diferensial yang diaplikasikan pada permasalahan fisik atau
peristiwa - peristiwa fenomena alam, akan dihadapkan pada suatu kon-
disi dan syarat yang diperlukan untuk mengetahui perilaku sistem,
yang lazim disebut sebagai syarat awal dan syarat batas. Jika tanpa
adanya syarat tersebut, suatu PDP dapat dikatakan tidak bermanfaat
karena tidak ada yang membatasi kebebasan penyelesaian umumnya.
Pada bab ini akan dibahas mengenai pengertian dan contoh-contoh
timbulnya syarat awal, syarat batas, MSA, MSB dan MSAB.

4.5.1 Masalah syarat awal

Syarat Awal (SA) adalah suatu syarat/kondisi yang harus dipenuhi
pada awal waktu tertentu, yakni keadaan pada saat ¢ = ty. Dapat
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dikatakan sebagai suatu kondisi steady state dari suatu sistem. Ma-
salah Syarat Awal (MSA) adalah masalah yang terdiri dari suatu
Persamaan Diferensial (PD) yang dilengkapi dengan syarat awal.

Contoh 4.5. Rumuskan MSA pada suatu batang homogen yang sangat
panjang dan diisolast dengan sempurna. Batang ini mempunyai suhu
awal 500°K untuk —5 < z <5 dan O°K di luar interval tersebut

Penyelesaian:

Dalam masalah ini panas mengalir dalam satu arah, yaitu sepanjang x.
Karena batas sangat panjang maka PD yang terbentuk berada pada
interval tidak terbatas (—oo, 00). Sehingga diperoleh pemodelan MSA

Pu _ 10u <z <oo, t>0
S =—7 —00<z<0o
o0x2 kOt ’

dengan

wwoy— [ 900, B<w<h
1 0, untuk x yang lain

4.5.2 Masalah syarat batas

Syarat Batas (SB) adalah suatu syarat/kondisi yang harus dipenuhi
pada batas-batas domain yang terkait dengan ruang. Hal ini meng-
gambarkan perilaku sistem pada daerah batas untuk semua waktu t.
Untuk PDP order n dengan peubah tak bebas u, syarat batas dapat
meliputi nilai fungsi tak diketahui v dan turunan-turunannya sampai
order n — 1 pada batas-batas domain.

Dalam pembahasan syarat batas ini, akan difokuskan pada syarat
batas linier. Suatu syarat batas dikatakan linier jika pada batas
domain, SB tersebut dinyatakan dalam relasi linier antara fungsi u
dengan turunan-turunannya.

Diberikan PDP orde dua dengan peubah tak bebas u yang terde-
finisi pada D C R. Himpunan semua titik batas domain dinyatakan
dengan 9D, maka terdapat tiga jenis syarat batas untuk PDP orde
dua tersebut yaitu SB Dirichlet, SB Neumann, dan SB Robin.

Masalah syarat batas (MSB) adalah masalah yang terdiri dari
suatu PD yang dilengkapi dengan syarat batas. Penyelesaian MSB
pada domain terbuka D adalah suatu fungsi dari peubah bebas yang
ada pada MSB dan memenuhi PD pada D, kontinu pada DU 9D dan
memenuhi syarat batas pada 0D.
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1. Syarat Batas Dirichlet

Syarat batas Dirichlet adalah syarat batas yang memberikan ni-
lai fungsi tak diketahui u pada 0D

Contoh 4.6. Rumuskan MSB pada getaran senar yang kedua
ujungnya ditkat kuat pada tiang tetap dengan jarak L sepanjang
sumbu-x

Penyelesaian:

Dalam masalah ini, getaran pada senar dapat direpresentasikan
sebagai bentuk persamaan gelombang. Karena ujung kanan dan
kiri senar tidak berubah posisi maka syarat batas yang terbentuk
merupakan SB Dirichlet. Diperoleh MSB berikut

o _ 0t
o2 Ox2

u(0,t) =0 t>0
u(L,t)=0 ¢t>0

O<z<L, t>0

. Syarat Batas Neumann

Syarat Batas Neumann adalah syarat batas yang memberikan

nilai turunan u pada arah normal terhadap 0D yang ditulis de-
ou

ngan (%)

Contoh 4.7. Rumuskan MSB pada getaran senar yang kedua
ujungnya ditkat pada tiang dengan jarak L sepanjang sumbu-z.
Namun, kedua ujung senar dapat naik turun pada tiang secara
bebas.

Penyelesaian:
Dalam masalah ini, karena ujung kanan dan kiri senar dapat
berubah-ubah posisi naik turun secara bebas maka tidak ada ga-
ya sepanjang tiang sehingga dapat diabaikan. Dengan demikian,
syarat batas yang terbentuk merupakan SB Numann. Diperoleh
MSB berikut

ou

T0,)=0 t>0
5 0ot

ou

(L,)=0 t>0
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3. Syarat Batas Robin
Syarat Batas Robin adalah syarat batas yang memberikan relasi
linier antara nilai fungsi tak diketahui u dengan g—z pada 0D.

Contoh 4.8. Rumuskan MSB pada getaran senar yang kedua
ujungnya ditkat kuat pada pegas dengan jarak L sepanjang sumbu-
x.

Penyelesaian:

Dalam masalah ini, gaya pada pegas pengikat senar mengikuti
hukum Hook. Jika k£ adalah konstanta pegas dan T gaya se-
nar pada pegas, maka diperoleh MSB dengan SB Robin sebagai
berikut

Ou 0%

@_Cagﬂ O<ax<L, t>0
T Ou
T Ou
0,t) — —=—(L,t) =0 t>0
u(0,) = 1 5 (L) >

4.5.3 Masalah Syarat Awal dan Syarat Batas

Masalah Syarat Awal dan Syarat Batas (MSAB) adalah masalah yang
terdiri dari suatu persamaan differensial yang dilengkapi dengan syarat
batas dan syarat awal. Penyelesaian MSAB pada domain terbuka D
adalah suatu fungsi dari peubah bebas yang ada pada MSAB tersebut
yang memenuhi persamaan diferensial pada pada D U 9D, memenuhi
syarat batas pada dD dan syarat awal pada D.

Contoh 4.9. Rumuskan MSAB yang menyatakan konduksi panas pa-
da sebuah batang homogen dengan panjang L dan luas penampang A.
Batang diisolasi sempurna pada selimutnya. Fluks panas di x = L
diberikan oleh hukum pendinginan Newton dan suhu awal balok di-
asumsikan diberikan oleh fungsi f(x) = M{m)

Penyelesaian:

Dalam masalah ini, panas yang mengalir dalam satu arah saja, se-
hingga PD yang terbentuk terdefinisi pada interval (z,L). Hukum
pendinginan Newton menyatakan bahwa fluks panas sebanding dengan
perbedaan temperatur benda dengan temperatur sekitarnya, yaitu

q(L,t) = a(u(L,t) —ur)
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dengan « konstan, uj; temperatur di sekitar x = L. Dari hukum
Fourier diperoleh

ou(L,t)
Lit)= —kA———+=
q(L,t) = —rA—
sehingga
L,t
nAauéx’ ) + au(L,t) = aup,
Karena u(z,0) = 50(1{3”), maka u(0,¢) = 50. Dengan demikian dipe-
roleh MSAB sebagai berikut
ou 0%u
w(0,t) =50 t>0
L,t
mAauém’ ) +au(L,t) = aug, t>0
50(L —
u(fn,O):M —-0<z<L

L Y
4.6 Rangkuman

1. Klasifikasi persamaan diferensial parsial linier orde dua

2 2 2
g;gtJrB " +C@+D@+E8—U+Fu:G(x,y)

A ogu
OxOy Oy? Ox 0y

tergantung pada koefisien A, B, dan C, yang dalam hal ini ada
tiga kemungkinan yaitu

(i). B2 —4AC > 0 (hiperbolik),
(ii). B2 —4AC = 0 (parabolik), dan
(iii). B% —4AC < 0 (eliptik).

2. Persamaan diferensial parsial linier orde dua jenis hiperbolik da-
pat direduksi menjadi

¢§77 = H(&a 7, d)v ¢§a ¢77)

3. Persamaan diferensial parsial linier orde dua jenis parabolik da-
pat direduksi menjadi

¢T]17 = H(f? 7, (ba ¢£7 ¢7]>
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4.

4.7

Persamaan diferensial parsial linier orde dua jenis eliptik dapat
direduksi menjadi

¢£§ + (bTm = H(§7777 ¢7 ¢§a ¢77)

. Syarat Awal adalah suatu syarat/kondisi yang harus dipenuhi

pada awal waktu tertentu, keadaan pada saat t = t5. Masa-
lah Syarat Awal (MSA) adalah masalah yang terdiri dari suatu
Persamaan differensial yang dilengkapi dengan syarat awal.

Syarat Batas adalah suatu syarat/kondisi yang harus dipenu-
hi pada batas-batas domain yang terkait dengan ruang. Untuk
PDP order n dengan peubah tak bebas u, syarat batas dapat
meliputi nilai fungsi tak diketahui u dan turunan-turunannya
sampai order n — 1 pada batas-batas domain.

Masalah Syarat Awal dan Syarat Batas adalah masalah yang
terdiri dari suatu persamaan differensial yang dilengkapi dengan
syarat awal dan syarat batas. Penyelesaian masalah syarat awal
dan syarat batas pada domain terbuka D adalah suatu fungsi
dari peubah bebas yang ada pada masalah tersebut yang meme-
nuhi persamaan diferensial pada pada DUJD, memenuhi syarat
batas pada 0D dan syarat awal pada D.

Soal-soal Latihan

Klasifikasikan persamaan diferensial parsial linier orde dua ini ke
dalam jenisnya (hiperbolik, parabolik, ataukah eliptik

(1). Ugz + Ugy + uyy = 0.

(ii). gy + 2Ugy + Uyy = 0.

(ili). Upy — Ugy — Uyy = 0.

(V). Uy — BUgy + Uyy — Uy + €TY = 0.

. Transformasikan persamaan

Upg + 2y + Uyy +u =2
ke dalam bentuk kanonik.

Transformasikan persamaan

2

z_
2

2
Ugz + 20y + 27Uz = €

ke dalam bentuk kanonik.
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4.8

Bahan Diskusi

Diskusikan dengan teman-temanmu untuk membahas dalam keadaan
yang bagaimanakah persamaan diferensial

YUgg + TUgy + YUyy = 0

merupakan jenis hiperbolik, parabolik, atau eliptik.

4.9
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Metode Pemisahan Peubah

Tujuan yang akan dicapai setelah mahasiswa (atau pembaca)

mempelajari materi dalam bab ini diantaranya:

1.

Mahasiswa dapat menentukan deret Fourier suatu fungsi perio-

dik.

. Mahasiswa dapat menyelesaikan persamaan konduksi panas de-

ngan metode pemisahan peubah.

Mahasiswa dapat menyelesaikan persamaan gelombang dengan
metode pemisahan peubah.

Mahasiswa dapat menyelesaikan persamaan Laplace dengan me-
tode pemisahan peubah.

79



80 Bab 5. Metode Pemisahan Peubah

Dalam bab ini akan dibahas beberapa contoh penyelesaian per-
samaan diferensial untuk kasus-kasus khusus persamaan diferensial
parsial tipe parabolik, hiperbolik dan eliptik dengan metode pemi-
sahan peubah yang disertai dengan langkah-langkah penyelesaian. Se-
belum itu, perlu pemahaman definisi deret Fourier dan teorema deret
sinus dan cosinus Fourier.

5.1 Deret Fourier

Definisi 5.1. Diberikan f fungsi periodik dengan periode 2L. Deret
Fourier fungsi f adalah deret berbentuk

e}
a nmr . hmx
?0 +nE:1 {(In COST +bn sin T} (51)

asalkan koefisien-koefisien

1 L
= — d
0 L/_L f(-’L') v
1 L

an = 7 » f(z) cos ?dw
1 L
b, = /., f(x)sin ?dm

semuanya ada. Koefisien-koefisien ini disebut koefisien-koefisien
Fourier.

Contoh 5.2. Tentukan ekspansi deret Fourier fungsi
f(x) =2+ 2?2, —m <z <.
Penyelesaian:

Di sini diambil fungsi f mempunyai periode 2w. Oleh karena itu,
diperoleh
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dan

1 ™
an, = — f(x) cosnx dx
™ —T

1 ™
= / (z + x?) cosnz dx

7‘(‘ —T
1 sxsinnz|™ T sinnx

= - - dx
T n —T —r n

1 722 sinnx
4 L(aenna
T

7r T 2xsinnx
— —— dzx
n —T _ n

™

2 /—xcosnx|™ T cosnx
_ + dx
n —Tr —r n

4
= —cosnm=—(—1)", n=1,223---
n n

nm

Dengan cara serupa, diperoleh
s
b, = — f(z)sinnx dz
—T

— / (x+x2)sinmcdx

™ —T
2 2
= ——cosnm =——(—1)", n=123,---
n n

Oleh karena itu, ekspansi deret Faourier untuk f adalah

2 > 4 2
flz) = 3 + Z (?(—1)” cosnx — E(—l)” sinn:v)
n=1
2
= E—4cosx+2sinx—|—0082m—sin2x—---

Contoh 5.3. Tentukan ekspansi deret Fourier fungsi periodik
f(z) =—m, untuk — 7 <x <0 dan f(z) =2, untuk 0 <z <.

Penyelesaian:
Dalam kasus ini,

aozl/Tr f(x) dx:—g,

—Tr
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dan
1 s
an, = / f(z) cosnx dx
T

1 (0 1 ([T
= / —7T COS NI dx—i—/ x cosnx dx
™ Jo

m —TT
1 1 n
= (cosnm —1) = 1’L27T[(_1) —1], n=123,---
Dengan cara serupa, diperoleh
1 ™
b, = — f(z)sinnx dzx
™ —T
I I
= / —msinnx dx—l—/ rsinnx dz
™ J_x ™ Jo
1 n
= —[1-2(-1)"], n=12,3,---
n

Oleh karena itu, ekspansi deret Faourier untuk f adalah

[e.e]
1
flz) = —% +; {% [(—1)" 1} cosnx + — [1 —2(— 1)”} sinnm}.
Teorema 5.4. (Deret sinus Fourier) Diberikan f fungsi yang terde-
finisi pada selang (0, L) yang diperluas ke dalam selang (—L,0) sebagai
fungsi gangil. Jika deret Fourier f ada, maka deret dapat dinyatakan

dalam bentuk

dimana

/ f(x smwdl‘.

Jika diperhatikan, deret sinus Fourier merupakan kasus khusus deret
Fourirer (5.1) dengan

ap = a, =0, untuk setiap n € N.

Teorema 5.5. (Deret cosinus Fourier) Diberikan f fungsi yang
terdefinisi pada selang (0, L) yang diperluas ke dalam selang (—L,0)
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sebagai fungsi genap. Jika deret Fourier f ada, maka deret dapat di-
nyatakan dalam bentuk

—G—Zancos—

dimana
9 L
ap = Z 0 f(l')dl’,
9 L
an = — f(x) cos P72 g
L Jo

Jika diperhatikan, deret cosinus Fourier merupakan kasus khusus deret
Fourirer (5.1) dengan

b, =0, untuk setiap n € N.

Contoh 5.6. Ekspansikan fungsi f(x) = |sinx| dalam deret Fourier.

Penyelesaian:
Karena f(z) = |sinz| adalah fungsi genap, maka b, = 0 untuk n =
1,2,3,---, dan
2 ™
ap, = / | sin x| cosnx dx
T Jo
2/7T .
= — sinz cosnx dx
T Jo
1 /™. .
= / [sin (z 4+ nx) + sin (z — nx)| do
T Jo
2|1 —-1H"
_ 20,
(1 —n?)

sedangkan untuk a; diperoleh

2 iy
a; = / sinz cosz dx = 0.
0

™

Oleh karena itu deret Fourier f(z) adalah

) cos (2nx)
f(z) =|sinz| = —-i— Zm
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5.2 Persamaan Parabolik

Berikut diberikan beberapa contoh kasus penyelesaian persamaan pa-
rabolik dengan menggunakan metode pemisahan peubah. Contoh ti-
pikal dari persamaan ini adalah persamaan konduksi panas.

Contoh 5.7. Diberikan MSAB

ou 0%u

el Hhie L 2

T k@xQ’ O<z<L,0<t (5.2)
dengan

u(0,t) = 0, 0<t

u(L,t) = 0, 0<t

u(z,0) = f(x), 0<z<L.
Penyelesaian:

Langkah 1: Misalkan u(z,t) = X (x)T'(t).

Langkah 2: Turunkan u(x,t) = X (x)T'(t) satu kali terhadap peubah ¢
dan dua kali terhadap peubah x dan substitusikan ke dalam persamaan
diferensial parsial (5.2), diperoleh

X(2)T'(t) = kX" (2)T()

atau
17'(t)  X"(z)
RT0) X)) - —\ (konstan) (5.3)

Langkah 3: Ubah persamaan (5.3) ke dalam dua persamaan diferensial
biasa

X"(x)+ X (z) =
T'(t) + M\kT(t) =

Langkah 4: Sebelum menyelesaikan kedua persamaan diferensial biasa
di atas, menentukan syarat-syarat batas yang memenuhi persamaan
diferensial tersebut. Dengan memasukkan z = 0 untuk u(x,t), dipe-
roleh

u(0,t) = X(0)T'(t) = 0.

Jika T'(t) = 0, maka u(z,t) = 0. Akibatnya penyelesaian trivial. Ka-
rena yang akan dicari adalah penyelesaian nontrivial, maka haruslah

X(0)=0
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merupakan salah satu syarat batas.
Dengan cara serupa, diperoleh

X(L)=0

merupakan syarat batas yang lain. Dalam masalah ini tidak terdapat
syarat awal untuk persamaan orde satu dalam peubah t.

Langkah 5: Terdapat dua persamaan diferensial biasa yang dilengkapi
dengan syarat batas

X"(z)+ XX (z) = 0, X(0) =0, X(L)=0
T'(t) + \kT(t) =

Kemudian menyelesaikan salah satu persamaan diferensial biasa ter-
sebut. Pandang tiga kasus: A > 0, A\ =0 dan A < 0.

Kasus 1: A > 0. Diberikan o® = XA > 0. penyelesaian umum dari
X"+ a?X =0 adalah

X(x) = Acosax + Bsinax.
Karena X (0) = 0, diperoleh
X(0)=0=A-1+B-0

sehingga menghasilkan
A=0

dan berakibat
X(x) = Bsinax.

Dengan menggunakan syarat batas kedua X (L) = 0, diperoleh
X(L) =0= Bsinal.

Jika B = 0 diperoleh u(z,t) = 0, penyelesaian trivial. Oleh karena itu
dipilih sin « L = 0. Akibatnya, diperoleh

al =nm, n=0,+1,+£2,---

sehingga

dan
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Nilai n = 0 dihilangkan karena menghasilkan o = 0 (kontradiksi de-
ngan A = a? > 0).

Nilai-nilai A dalam kasus 1 ini disebut nilai-nilai eigen masalah ni-
lai batas. Selanjutnya, penyelesaian persamaan diferensial biasa yang
pertama dan syarat-syarat batasnya yang bersesuaian dengan nilai ei-
gen A\, adalah

nmx
X, (z) :aninT, n==1,42,--.

penyelesaian-penyelesaian ini disebut fungsi eigen.

Karena sifat fungsi sin (—z) = — sin 2, maka penulisannya dapat dise-

derhanakan menjadi

Xn(x):bnsinnLﬂ, n=12,---

dimana b, = B,, — B_,,.

Kasus 2: X = 0. Ini menghasilkan X”(x) = 0 dengan penyelesaian
umum X (z) = A+ Bz. Karena X(0) =0 = A dan X(L) =0 = BL,
berakibat B = 0. Oleh karena itu, diperoleh X (x) = 0 untuk setiap
z € [0, L]. Jadi A = 0 bukan nilai eigen penyelesaian ini.

Kasus 3: A\ < 0. Diberikan A\ = —a? < 0. penyelesaian umum X" —
a?X = 0 adalah

X(z) = Acoshaz + Bsinh ax

Karena X (0) = 0, diperoleh X(0) =0= A -1+ B -0 sehingga A = 0.
Akibatnya diperoleh
X(z) = Bsinhax

Dengan syarat X (L) = BsinhaL = 0, berakibat B = 0 menghasilkan
penyelesaian trivial, atau sinh «L = 0 menghasilkan o = 0. Tetapi ini
kontradiksi dengan —a? < 0. Jadi, tidak ada nilai eigen negatif yang
memenuhi.

Langkah 6: Penyelesaian persamaan diferensial biasa

n?n?

L2

T+ MT =T + kT =0

adalah
To(t) = Cpe WmHRIL2 =12, ...
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Di sini selanjutnya diambil C,, = 1.
Langkah 7: Dengan mengkombinasikan kedua penyelesaian, diperoleh

22kt /L2 . N
un(x,t) = bpe n*m?kt/L? gy 07 n=12---

)

Dari prinsip superposisi, diperoleh

oo o0
)= un(z,t) = > bpe "/ sin % (5.4)
n=1 n=1
Langkah 8: Dari syarat awal, diperoleh
u(z,0) = f(z) = Y bysin ?
Dari deret sinus Fourier, diperoleh

/ f(z)sin @da?

Substitusi nilai b, ini ke persamaan (5.4), diperoleh hasil akhir

u(z,t) = Z (L/o f(z)sin ?dw) —nPmkt/L? sm? o

Sebagai contoh, jika f(z) = x maka diperoleh

9 L
b, = / msin@dac
0

L L
212 { . nmx NI nmxlLl
= n —
F7 222 i A A A 1
2L 2L
= | — = —— —1 n
mr( cosn) mT( )
atau of
by = (—1)" ==,
nmw

Dengan demikian diperoleh penyelesaian

_2L i (=1 o—nim?kt/L? G ML
n L

n=1
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Contoh 5.8. Diberikan MSAB

ou 0%u
— =k— L t .
T 52 O<z<L,0< (5.5)
dengan
u(0,t) = wuy (konstan), 0<t
u(L,t) = wuy (konstan), 0<t
u(z,0) = f(x), 0<t.
Penyelesaian:

Masalah ini mempunyai syarat batas yang tidak homogen, maka me-
tode pemisahan peubah tidak bisa digunakan secara langsung. Untuk
menyelesaikan masalah ini dengan menggunakan metode pemisahan
peubah, terlebih dahulu diasumsikan penyelesaiannya adalah

u(x,t) = v(x,t) + w(z) (5.6)
dengan v adalah kondisi transien dan w adalah kondisi steady state.
Kondisi steady state diperoleh

w”(z) = 0,w(0) = u, w(L) = us.

Untuk mendapatkan penyelesaian w, integralkan persamaan w”(z) = 0
dua kali, diperoleh

w(z) = 1z + co,
dengan ¢y dan co konstanta-konstanta yang akan ditentukan. Dengan
memasukkan syarat w(0) = wuy,w(L) = ug, diperoleh c¢; = wu; dan
¢1 = (ug2 — uy)/L, sehingga diperoleh

U — Uy

w(az):( T )x+u1. (5.7)

Kondisi transien menyebabkan syarat batas untuk v menjadi nol. De-
ngan demikian diperoleh masalah nilai batas dan nilai awal

ov 9%
dengan
v(0,t) = 0, 0<t
v(L, = 0, 0<t
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Untuk menyelesaikan v, dapat menggunakan metode pemisahan peu-
bah dengan mengikuti langkah-langkah penyelesaian pada Contoh 5.7.
Langkah 1: Misalkan v(x,t) = X (2)T'(t).

Langkah 2: Turunkan v(z,t) = X (x)7T(t) satu kali terhadap peubah ¢
dan dua kali terhadap peubah x dan substitusikan ke dalam persamaan
diferensial parsial, diperoleh

X(2)T'(t) = kX" (2)T(t)

atau
17'(t) _ X" (x) _
T X)) —A (konstan)

Langkah 3: Ubah persamaan ke dalam dua persamaan diferensial biasa

X"(z)+XX(z) = 0
T'(t) + \kT(t) =
Langkah 4: Sebelum menyelesaikan kedua persamaan diferensial biasa

di atas, menentukan syarat-syarat batas yang memenuhi persamaan
diferensial tersebut. Dengan memasukkan x = 0, diperoleh

(0,t) = X (0)T'(t) = 0.

Jika T'(t) = 0, maka v(z,t) = 0 yang berakibat u(z,t) = w(z) yang
tidak bergantung pada waktu. Ini merupakan penyelesaian trivial.
Karena yang akan dicari adalah penyelesaian nontrivial, maka haruslah

X(0)=0

merupakan salah satu syarat batas.
Dengan cara serupa, diperoleh

X(L)=0

merupakan syarat batas yang lain. Dalam masalah ini tidak terdapat
syarat awal untuk persamaan orde satu dalam peubah t.

Langkah 5: Terdapat dua persamaan diferensial biasa yang dilengkapi
dengan syarat batas

X"(z)+ XX (z) = 0, X(0) =0, X(L)=0
T'(t) + AT (t) =
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Kemudian menyelesaikan salah satu persamaan diferensial biasa ter-
sebut. Pandang tiga kasus: A > 0, A =0 dan A < 0.

Kasus 1: A > 0. Diberikan o2 = XA > 0. penyelesaian umum dari
X" 4+ o2X =0 adalah

X(x) = Acosax + Bsinax
Karena X (0) = 0, diperoleh
X(0)=0=A-1+B-0

sehingga menghasilkan
A=0

dan berakibat
X(z) = Bsinax

Dengan menggunakan syarat batas kedua X (L) = 0, diperoleh
X(L)=0= BsinalL.

Jika B = 0 diperoleh u(z,t) = 0, penyelesaian trivial. Oleh karena itu
dipilih sin L = 0. Akibatnya, diperoleh

al = nm, n=0,4+1,+£2, ...

sehingga
s
L
dan 5 o
nem
)\:)\n:ai: 72 n::l:l,j:27

Nilai n = 0 dihilangkan karena menghasilkan o = 0 (kontradiksi de-
ngan A = a? > 0).

Selanjutnya, penyelesaian persamaan diferensial biasa yang pertama
dan syarat-syarat batasnya yang bersesuaian dengan nilai eigen A,
adalah

nnx

X () :aninT, n==+1,+2 -
Karena sifat fungsi sin (—z) = — sin z, maka penulisannya dapat dise-
derhanakan menjadi
Xn(:U):bnsin@, n=12---

L
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dimana b,, = B,, — B_,,.

Kasus 2: X = 0. Ini menghasilkan X”(z) = 0 dengan penyelesaian
umum X (z) = A+ Bz. Karena X(0) =0 = A dan X(L) =0 = BL,
berakibat B = 0. Oleh karena itu, diperoleh X (x) = 0 untuk setiap
z € [0,L]. Jadi A = 0 bukan nilai eigen penyelesaian ini.

Kasus 3: A\ < 0. Diberikan A = —a? < 0. penyelesaian umum X" —
a?X = 0 adalah

X (x) = Acoshax + Bsinhax

Karena X (0) = 0, diperoleh X(0) =0= A -1+ B -0 sehingga A = 0.
Akibatnya diperoleh
X(z) = Bsinhax

Dengan syarat X (L) = BsinhaL = 0, berakibat B = 0 menghasilkan
penyelesaian trivial, atau sinh oL = 0 menghasilkan o = 0. Tetapi ini
kontradiksi dengan —a? < 0. Jadi, tidak ada nilai eigen negatif yang
memenuhi.

Langkah 6: Penyelesaian persamaan diferensial biasa

n2m?

! o
T+ MT = T’ +

KT =0

adalah
Tn(t) = Cne—n27r2kt/L27 n= 17 27 e

Di sini selanjutnya diambil C,, = 1 (mengapa?).
Langkah 7: Dengan mengkombinasikan kedua penyelesaian, diperoleh

nmwx
v (x,t) = bpe TR L? gin %, n=12---
Dari prinsip superposisi, diperoleh
> > 2.2 2 nmwx
v(z,t) = Zvn(ib‘,t) = Z bpe™™ ™ R/ gin A (5.8)
n=1 n=1

Langkah 8: Dari syarat awal, diperoleh

v(x,0) = f(z) —w(z) = an sin 1L
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Dari deret sinus Fourier, diperoleh

2 nmwx

L
by, = L/o [f(z) — w(z)] sin Tda:

Substitusi nilai by, ini ke persamaan (5.8), diperoleh hasil akhir untuk
v adalah

> L 7 2.2 2 e
v(x,t) = Z <2/0 [f(z) — w(z)] sin %dm)e_” mokt/L sin%

L
(5.9)
Dengan mensubstitusikan persamaan (5.7) dan (5.9) ke persamaan
(5.6), diperoleh hasil akhir

n=1

u(z,t) = <u2 ; ul):ﬂ—{—ul

0 L
+ Z (% /0 (f(z) — w(z)) sin ?dw) e TR iy ﬂLm

n=1
Sebagai contoh, jika f(z) = 50°C, u; = 125°C,us = 200°C, dan
L = 1 meter, maka diperoleh

w(z) = Thx + 125,

dan

1
b, = 2/ —75(x 4 1) sin (nmx)dx
0

1 1
= E(2(:osn7r -1)= 150
nm nm

2(-1)" —1]

Dengan demikian diperoleh penyelesaian

150 o= [2(—1)" —1
u(z,t) = 7hx + 125 + % Z [()n] e T gin (nmx).
n=1

5.3 Persamaan Hiperbolik

Berikut diberikan beberapa contoh kasus penyelesaian persamaan hi-
perbolik. Contoh tipikal dari persamaan ini adalah persamaan gelom-
bang.
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Contoh 5.9.
u 0%
dengan
u(0,t) = 0, 0<t
u(L,t) = 0, 0<t
u(z,0) = f(x), O0<z<L
ut(x,0) = g(z), O0<xz<L.
Penyelesaian:

Langkah 1: Misalkan u(z,t) = X (x)T'(t).

Langkah 2: Turunkan u(x,t) = X (x)T'(t) satu kali terhadap peubah ¢
dan dua kali terhadap peubah x dan substitusikan ke dalam persamaan
diferensial parsial (5.10), diperoleh

X(z)T"(t) = X" (2)T(t)

atau
LT"(t)  X"(x)
2Tl  X(x)
Langkah 3: Ubah persamaan (5.11) ke dalam dua persamaan diferen-
sial biasa

= —\ (konstan) (5.11)

X"(z)+ XX (z) =
T"(t) + A*T(t) = 0.

Langkah 4: Sebelum menyelesaikan kedua persamaan diferensial biasa
di atas, menentukan syarat-syarat batas yang memenuhi persamaan
diferensial tersebut. Dengan memasukkan x = 0, diperoleh

u(0,t) = X (0)T'() = 0.

Jika T'(t) = 0, maka u(z,t) = 0. Akibatnya penyelesaian trivial. Ka-
rena yang akan dicari adalah penyelesaian nontrivial, maka haruslah

X(0)=0

merupakan salah satu syarat batas.
Dengan cara serupa, diperoleh

X(L)=0
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merupakan syarat batas yang lain. Dalam masalah ini tidak terdapat
syarat awal untuk persamaan orde dua dalam peubah ¢.

Langkah 5: Terdapat dua persamaan diferensial biasa yang dilengkapi
dengan syarat batas

X"(z) +A\X(z) = 0, X(0)=0, X(L)=0
T"(t) + \PT(t) =

Kemudian menyelesaikan salah satu persamaan diferensial biasa ter-
sebut. Pandang tiga kasus: A > 0, A =0 dan A < 0.

Kasus 1: A > 0. Diberikan a? = XA > 0. penyelesaian umum dari
X"+ a?X =0 adalah

X(x) = Acosax + Bsinax
Karena X (0) = 0, diperoleh
X(0)=0=A-1+B-0

sehingga menghasilkan
A=0

dan berakibat
X(z) = Bsinax

Dengan menggunakan syarat batas kedua X (L) = 0, diperoleh
X(L)=0= BsinalL.

Jika B = 0 diperoleh u(z,t) = 0, penyelesaian trivial. Oleh karena itu
dipilih sin oL = 0. Akibatnya, diperoleh

al = nm, n=0,+1,+£2,---

sehingga
..
L
dan 5 s
9  nem
)\:)\n:an: 72 n::l:l,j:27

Nilai n = 0 dihilangkan karena menghasilkan o = 0 (kontradiksi de-
ngan A = a2 > 0).
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Nilai-nilai A dalam kasus 1 ini disebut nilai-nilai eigen masalah ni-
lai batas. Selanjutnya, penyelesaian persamaan diferensial biasa yang
pertama dan syarat-syarat batasnya yang bersesuaian dengan nilai ei-
gen \, adalah

nmnx

Xn(a:):aninT, n==+1,42 ..
Karena sifat fungsi sin (—z) = — sin 2, maka penulisannya dapat dise-
derhanakan menjadi
Xn(z) = by sin nre n=1,2,

L 9
dimana b, = B,, — B_,,.
Kasus 2 dan 3: untuk A = 0 dan A < 0. Identik dengan Contoh 5.7,
kasus ini menghasilkan penyelesaian trivial yaitu nilai X (z) =0

Langkah 6: Penyelesaian persamaan diferensial biasa yang lain dengan
nilai A > 0 adalah

Tn(t):DncoswzH—Ensin@t n=12---
L L
Langkah 7: Dengan mengkombinasikan kedua penyelesaian, diperoleh

Up(x,t) = by smnz (D cosTt—f—E smTt> n=12---

Dari prinsip superposisi, diperoleh

oo [ee]
t) = nz_:l up(x,t) = ; sin ? (Dn cos %t + E, sin %t)

(5.12)
Turunan terhadap peubah ¢ dari fungsi u(x,t) adalah

1) = 32 " sin " (B cos T4~ Dysin ") (5.19)

n=

Langkah 8: Syarat awal persamaan (5.10) disubstitusikan pada persa-
maan (5.12), diperoleh

u(z,0) ZDnsm@
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Dari deret sinus Fourier, diperoleh

2 L
D, = L/o f(x)sin nLﬂdx

Syarat awal persamaan (5.10) disubtitusikan pada persamaan (5.13)
diperoleh

ou > nme . nwT
a(.ﬁ, 0) == Z EnT S T
n=1
Dari deret sinus Fourier, diperoleh

2 L nwx
E,=— in —d
" nwe Jo g(x)sin L

Substitusi nilai-nilai ini ke persamaan (5.12), diperoleh penyelesaian

00 L
2
u(z,t) = sinn—zw [(L/o f(x)sin mlr/xdx> cos %t

n 2 /L (2) s nﬂ'xd . nﬂ'ct
—_ ) sin ——dx | sin —
nme Jo g L L

Contoh 5.10. Pandang suatu kawat transmisi frekwensi tinggi mem-
punyat panjang 40 m. Misalkan kecepatan perubahan tegangan kawat
terhadap x di kedua ujung kawat adalah nol. Jika tegangan awal kawat
adalah f(x) dan kecepatan perubahan tegangan terhadap t adalah nol,
tentukan penyelesaian fungsi tegangan terhadap x dan t.

Penyelesaian: Masalah ini dapat direpresentasikan dalam persamaan
gelombang dengan syarat batas Neumann. Jika e(x,t) menyatakan te-
gangan kawat pada posisi « (meter) dan waktu ¢ (detik), maka masalah
di atas dapat dituliskan sebagai

gj;:LC’gis, 0<z<40,0<t
dengan
e-(0,t) = 0, 0<t
ex(40,¢) = 0, 0<t
e(x,0) = f(z), 0 <z <40
e(z,0) = 0, 0<z<40
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Langkah 1 dan 2. Dimisalkan e(x,t) = X (z)T'(t). Substitusi ke persa-
maan diferensial diperoleh

Langkah 3: Diperoleh dua persamaan diferensial biasa

X"+XX = 0

A
T// 7T —
Ic

Langkah 4: Terdapat tiga syarat batas dan syarat awal yang memenuhi
kondisi untuk persamaan diferensial biasa berikut:

X'(0)=0, X'(40)=0, T'(0)=0

Langkah 5 dan 6: Pandang tiga kasus: A > 0,A =0 dan A < 0.
Kasus 1: X\ > 0. Diberikan o> = XA > 0. penyelesaian umum dari
X" +a?X =0 adalah

X(z) = Acosax + Bsinax

dan
X'(z) = —aAsinaz + aBcosax

Penerapan ke nilai batas, diperoleh
X'(0)=—-aA-0+aB-1=0

sehingga
aB =0

Karena a > 0, maka B = 0 dan diperoleh X'(z) = —aAsinaz. Oleh
karena itu, diperoleh X'(40) = —aAsin40a = 0. Baik o maupun A
keduanya tidak sama dengan nol, sehingga diperoleh

sin40a = 0,
yang mana menghasilkan

40a = nm, n==41,+2 -
a = " 41,42 ...
40



98 Bab 5. Metode Pemisahan Peubah

Nilai-nilai eigen positifnya adalah
nm\ 2
M =e? = (57)
dan fungsi-fungsi eigennya adalah

Xp(z) = Ancos 08 p= 41,42,
40
Karena sifat fungsi cos (—x) = cosz, maka penulisannya dapat dise-

derhanakan menjadi

nwx
X,(z) = a, cos —, n=12,---
n(7) = an 40
dimana a, = A, + A_,. Penyelesaian persamaan diferensial biasa

yang lain adalah

nmnt nmt
T.(t) = D, cos ——— + E, sin ———
®) 40vLC 40v LC
dan
T (t) _ nmw nmnt nmw nmnt

D, sin + E, cos
40v LC 40vLC 40V LC 40V LC

Dengan menggunakan syarat awal

nm

T;(0) = Bp—r—= =0
© 40VLC

disimpulkan FE,, = 0.
Oleh karena itu,

nmnt

— n=1,2--
40V LC

T,(t) = Dy, cos
Selanjutnya, diambil D,, = 1.
Kombinasi X,, dan T}, diperoleh

nwx nmt
t — = 1 2 e
en(z,t) = ay, cos 10 COS4O\/L7’ n ,2,

Kasus 2: A = 0. Dalam kasus ini, diperoleh X" =0 dan X (z) = A+
Bzx. Oleh karena itu, diperoleh X’(x) = B dan dengan menggunakan
syarat batas diperoleh

X'(0) = B =0,
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Selanjutnya, diperoleh X'(z) = 0 untuk setiap = € [0,40] dan khu-
susnya untuk z = 40, yakni X'(40) = 0. Oleh karena itu, kedua
syarat batas terpenuhi: A = 0 merupakan nilai eigen dan X (z) = A
(konstan) merupakan fungsi eigen. Disepakati untuk diambil A = 1
dan ini menjadikan X (z) = 1 sebagai fungsi eigen. Untuk mengiden-
tifikasi nilai eigen dan fungsi eigen yang bersesuaian dengan A = 0,
ditulis \g = 0 dan Xy = 1. Selanjutnya, penyelesaian untuk 7" = 0
diperoleh T'(t) = Dt + E dan T'(t) = D. Dengan menggunakan sya-
rat awal 77(0) = 0, diperoleh D = 0 dan Ty = 1. Oleh karena itu,
eo(z,t) = XoTp = 1.

Kasus 3: A < 0. Dengan cara serupa seperti kasus 3 dalam Contoh 1
sebelumnya, dapat ditunjukkan tidak terdapat nilai-nilai eigen nega-
tif.

Langkah 7: Untuk menyelesaikan masalah ini, dibentuk kombinasi li-
nier semua penyelesaian eg dan e,, sehingga diperoleh penyelesaian

e(x,t) = %eo(az,t)—i-z:en(x,t)

n=1

nmt
= + QA cos 5.14
Z “ovic. O

Langkah 8: Dari syarat awal, diperoleh
e(x,0) = —}—Zancos , 0<z<40

Dari deret cosinus Fourier, diperoleh

1[40
a =55 | flz)de
dan 10
1 nne
an = o5 f(x) cos Toda:

Substitusi nilai-nilai ini ke persamaan (5.14), diperoleh penyelesaian
1 40

u(z,t) = 10 J, f(x)dx

1 & 10 nwy nww nmt
L e ) |
+20 nz::l (/0 f(z) cos 20 % ) cos — 5 cos W0Vic
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5.4 Persamaan Eliptik

Berikut diberikan contoh kasus penyelesaian persamaan eliptik. Con-
toh tipikal dari persamaan ini adalah persamaan konduksi panas di-
mensi dua.

Contoh 5.11. Temperatur dalam suatu pelat persegi yang terisolasi
di atas dan bawahnya yang memenuhi persamaan diferensial

ou 0?u  0%u
2o+ 2
ot ox2 0y
Jika temperatur tidak tergantung lagi pada t, yakni kondisi tunak (ste-
ady state), persamaan diferensial menjadi

Pu  0%u
Z 120
oxr? = 0y?

yang merupakan persamaan Laplace dua peubah.

Selanjutnya, misalkan dipunyai plat persegi dengan panjang a dan
lebar b dan syarat-syarat batas diberikan oleh

u(z,0) = 0, 0<z<a
u(a,y) = 0, 0<y<b
u(z,b) = f(x), 0<z<a

u(0,y) = 0, 0<y<b.

Tentukan penyelesaian temperatur u(zx,y).

Penyelesaian: Langkah 1,2, dan 3: Misalkan u(z,y) = X(2)Y (y).
Oleh karena itu, diperoleh

X"Y +XY" =0

atau
X/l Yl/

X Y

sehingga memberikan dua persamaan diferensial biasa

—-A

X"(x)+AX(z) =
Yi(y) =AY (y) =
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Langkah 4 dan 5: Dari syarat-syarat batas yang diberikan, mengiku-
ti syarat-syarat batas yang bersesuaian dengan persamaan diferensial
biasa:

dan
Y(0)=0

Kasus 1. A > 0. Diberikan A = o? > 0. Oleh karena itu, seperti
Contoh 1 sebelumnya, diperoleh nilai-nilai eigen

2,2

nem
)\nzozizia2 , n:]_’2’...

dan fungsi-fungsi eigennya adalah
Xn(gn):sin@7 n=1,2---

a

Kasus 2 dan 8. X =0 dan A < 0. Mudah ditunjukkan tidak terdapat
nilai-nilai eigen non positif.
Langkah 6: Diperoleh bentuk persamaan diferensial biasa

dengan penyelesaian, sebagai kesepakatan digunakan fungsi hiperbolik,
diperoleh

Y, (y) = Cy, cosh % + D,, sinh %

Dengan menggunakan syarat batas Y (0) = 0, diperoleh
Y,(00=0=C,-1+D,-0

atau
C,=0
sehingga diperoleh
Y, (y) = sinh Ty
a
merupakan penyelesaian persamaan diferesial biasa dalam peubah y.
Sebagai kesepakatan ditetapkan konstanta D,, = 1.
Langkah 7: Kombinasi dua penyelesaian X,, dan Y,,, diperoleh penye-
lesaian persamaan diferensial parsial

. nwT . . nmw
un(z,y) = Xp(2)Y,(y) = sin o sinh Ty
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Langkah 8: Dengan menggunakan prinsip superposisi, diperoleh pe-
nyelesaian

Zb s1n781 hmry (5.15)

Dengan syarat batas nonhomogen u(z,b) = f(x), persamaan (5.15)
menjadi

nmb
u(zx,b) Zb sm—smh— (5.16)

Jika diberikan b
B,, = b, sinh ni
a

persamaan (5.16) menjadi

nwT
E B, sin —

yang merupakan deret sinus Fourier. Oleh karena itu,

B, = b, smhn—ﬂ-b

= / f(:n)sin@d:r
a Jo a

Konstanta b,, menjadi

b, = ) sin —de‘
a sinh 2% "”b / J

dan sebagai hasil akhir dlperoleh

u(z,y) = Z(asmhmb/ flx Sln—dm) smnTﬁ hmry

=1

Sebagai contoh, Jlka f(x) = z, diperoleh
. nTx
b, = b / xsm—dw

a sinh %2

nTr  NTL nrrlae

= 5 53 sin — cos
asmh% nam a a a lo
2a 2a

= —————(—nmcosnm) = (—1)"*!

sinh "T”bn%r? n sinh "T”b
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sehingga
20, & sin (nmx/a) sinh (n7y/a)
_ == _1 n+1
u(@,y) T nzz:l( ) nsinh (n7b/a)

5.5 Rangkuman

1. Diberikan f fungsi periodik dengan periode 2L. Deret Fourier
fungsi f adalah deret berbentuk

—G—Z{ancos + by, sm?}

asalkan koefisien-koefisien

ag = 1/L f(x)dx

nmw
an = / f(z) cos —d:):

. nmx
b, = L/_Lf(:v)sde:U

semuanya ada.

2. Diberikan f fungsi yang terdefinisi pada selang (0, L) yang di-
perluas ke dalam selang (—L,0) sebagai fungsi ganjil. Jika deret
Fourier f ada, maka deret sinus Fourier fungsi f(x) dinyata-
kan dalam bentuk

= nwa
f(z) = nz:lbnsmL

dimana

/ f(x)sin @dx

3. Diberikan f fungsi yang terdefinisi pada selang (0, L) yang di-
perluas ke dalam selang (—L, 0) sebagai fungsi genap. Jika deret
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5.6

Fourier f ada, maka deret cosinus Fourier fungsi f(z) dinya-
takan dalam bentuk

dimana

/ f(x) cos —d:p

Soal-soal Latihan

. Tentukan deret Fourier fungsi

flz) =14z, —m <z <.

. Tentukan deret sinus Fourier fungsi

flx)=m—x, 0<z<m.

Tentukan deret cosinus Fourier fungsi

f(z) =7+=, 0<zx<m.

Diberikan fungsi f(z) = |z|, untuk —7 < 2 < w. Tunjukkan

bahwa
T cos 2n—1
f(x)_§_*z 2n — 1)

Temperatur u(z,t) dalam batang yang diisolasi dengan panjang
L memenuhi masalah nilai batas dan nilai awal berikut berikut:

ou 0%u

— = k— 0 L 0<t

ot 922 <z <L, <
u(x,0) = M (konstan), O0<z<L
wl,t) = 0, 0<t
ugy(0,t) = 0, 0<t

Gunakan metode pemisahan peubah untuk menentukan u(z,t).
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6. Gunakan metode pemisahan peubah untuk menentukan tempe-
ratur u(z,t) jika

0%u 10u
0
8—“(0,@ _— 0<t
0
6“(10 ) = 0, 0<t

u(z,0) = (10 —x), 0<z<10

7. Diberikan masalah nilai batas dan nilai awal

?;g = a2gi'z, 0<z<L, 0<t
y(0,t) = 0, 0<t
y(L,t) = 0, 0<t
y(x,0) = px(L—x), O0<z<lL
yt(xz,0) = 0 0<x<L.

Gunakan metode pemisahan peubah untuk membuktikan penye-
lesaian di atas adalah

o0

8,uL2 Z <in (2n — 1)z cos (2n — 1)mwat
2n —1)3 '

y(@ L I

8. Tegangan e(x,t) suatu kabel bawah laut dengan panjang 3000
km memenuhi masalah nilai batas

0%e Oe
i - t
92 RCat, 0 < x < 3000,0 <
e(0,t) = 0, 0<t
e(3000,t) = 0, 0<t
.
e(z,0) = sin 100" 0 < x < 3000

Gunakan metode pemisahan peubah untuk menentukan e(z,t).

9. Arus i(z,t) suatu kabel bawah laut dengan panjang L memenuhi
iee = RCliyg, O<z<L,0<t

) = 0, 0<t

) = 0, 0<t

) = 2, O0<zx<L
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Gunakan metode pemisahan peubah untuk menentukan i(z,t).
10. Suatu dawai diikat pada dua batang vertikal di x = 0 dan « = 2.

(a). Tentukan simpangan dawai y(z,t) jika syarat-syarat berikut

terpenuhi:
gig = gi‘z, O<zx<L0<t
ye(0,8) = 0, 0<t
y.(2,t) = 0, 0<t
y(z,0) = =z, 0<z<?2
y(z,0) = 0, 0<zx<2

(b). Sketsakan y(z,t) pada 0 < z < 2 untuk t = 0,t = 1,
dan t = 2. Petunjuk: Gunakan hanya dua suku pertama
penyelesaian deret

11. Sketsakan bentuk gelombang wu(x,t) dengan menggunakan pe-
nyelesaian d’Alembert untuk ¢ = 1 dan ¢ = 4 jika panjang tali
16 dan memenuhi

Pu  Ou

o2 922
u(0,t) =

0
u(16,t) = 0
Ut(ZE, 0) =0

5.7 Bahan Diskusi

Diskusikan dengan teman-temanmu dalam menyelesaikan masalah sya-
rat awal dan syarat batas
0*u 0%

@:C@, O<CC<L,O<t
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yang memenuhi kondisi

u(0,t) = A, (konstan) 0<t
u(L,t) = B, (konstan) 0<t
u(z,0) = f(x), O<z<lL
u(z,0) = g(x), 0<z<L.

dengan metode pemisahan peubah.
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Bab 6

Transformasi Laplace

Tujuan yang akan dicapai setelah mahasiswa (atau pembaca)
mempelajari materi dalam bab ini diantaranya:

1. Mahasiswa dapat menentukan transformasi Laplace dari suatu
fungsi.

2. Mahasiswa dapat menentukan transformasi Laplace invers dari
suatu fungsi.

3. Mahasiswa dapat menyelesaikan MSAB dengan metode transfor-
masi Laplace.

109



110 Bab 6. Transformasi Laplace

Nama transformasi Laplace diberikan untuk menghormati seorang
ahli matematika Perancis bernama Pierre-Simon Laplace (23 Maret
1749 - 5 Maret 1827). Transformasi Laplace mempunyai peran pen-
ting dalam aplikasi-aplikasi di bidang fisika, optik, rekayasa listrik, dan
lain-lain. Transformasi Laplace sering digunakan dalam menyelesaikan
masalah-masalah nilai awal suatu persamaan diferensial dan masalah-
masalah syarat batas, khususnya transformasi Laplace sangat ampuh
untuk menyelesaikan persamaan gelombang dan persamaan panas di-
mensi satu

Transformasi Laplace merupakan suatu transformasi dari fungsi
dengan menggunakan integral tak wajar. Untuk memahami transfor-
masi Laplace ini dibutuhkan konsep integral tak wajar dan kekonver-
genannya untuk mempelajari transformasi Laplace.

6.1 Transformasi Laplace Fungsi Satu Peubah
Bebas

Untuk mengawali dalam memahami transformasi Laplace, diberi-
kan definisi berikut ini.

Definisi 6.1. Diberikan fungsi f(t) untuk t > 0. Transformasi La-
place dari f(t), ditulis L{f(t)}, didefinisikan sebagai

L) = /0 T et () dt = F(s)

jika integralnya ada.
Contoh 6.2. Tentukan transformasi Laplace dari f(t) = 1.

Penyelesaian:

00 P
L{1} = / e st dt = lim e St dt
0

P—oo 0
. 1 _ 1
= lim ——e % =-, s>0
P—oco S 0 S
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Contoh 6.3. Tentukan transformasi Laplace dari f(t) =t.

Penyelesaian:
Dengan mengikuti hasil pada Contoh 6.2, diperoleh

00 P
L{t} = / e 't dt = lim e St dt
0

P—oo 0

1 P P

= —7[ lim te*!| — lim e St]
S LP—o 0 P—oo 0

B 1 [O 1} B 1

- s sl s2

Contoh 6.4. Tentukan transformasi Laplace dari f(t) = sint.

Penyelesaian:

o] P
L{sint} = / e *'sint dt = lim —e d(cost)
0

P—oo 0
P P
= —[ lim (e_St cost‘ 4+ s lim e 5 cost dt)]
P—oo 0 P—oo 0
P
= — [(O —1)+s lim e " cost dtﬂ
P—oo 0
P P
= 1-1—5{ lim (eiStsint‘ —S/ e %t sint dt)}
P—oo 0 0
= 1+ 5[0 — sL{sint}]
(1+s*)L{sint} = 1
Dengan demikian, diperoleh
C{sint} = —
sint} = ——.
s2+1

Transformasi Laplace dari fungsi-fungsi khusus yang lainnya dapat
dilihat pada Tabel 6.1.
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Tabel 6.1: Transformasi

Laplace Fungsi-fungsi Khusus

No. f(t) F(s)
!
L. tna n:071727"' 37711—%1
2. | e L a>s
: a
3. sin at Z1a2
s
4. cos at m
5. sinh at 2—a?
6. COSh at 22
7. | tsinat 2as
. (s2+a?)?
22
8. | tcosat (:71a2)?
1—e—aVs
9. | erf(a/2v) Lot
z | 2x~00 (=" . onmx nmt sinh sz
10. a + T anl n SIL—— COS =, ssinh sa
4 o0 (—1)” . (2n—1)7ra: . (271—1)7'('15 sinh sz
11. T anl on—1 Sl 2a Sin 2a scosh sa
14 2y (qyne—n’r’t/a® _coshay/s
12. | o+ 237 (=1)" cos NTx Tssinhaus
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6.2 Sifat-sifat Transformasi Laplace
1. Sifat linier

Teorema 6.5. Jika L{f1(t)} = Fi(s) dan L{f2(t)} = Fa(s),
maka untuk sebarang ay dan as bilangan-bilangan real berlaku

L{a1fi1(t) + azfa(t)} = a1 Fi(s) + a2 Fa(s).

Bukti.
Claifi(t) + ashr(t)} = /O T et an fi(t) + anfo(t)] dt
= 000 e Stayfi(t) dt
+ /0 ooestaz fa(t) dt
= a1/0 istfl(t) dt
+a /0 e St fo(t) dt
= o1 Fi(s) + aaFa(s)
Bukti selesai. O

2. Sifat Translasi 1
Teorema 6.6. Jika L{f(t)} = F(s), maka
L{e"f(t)} = F(s — a)
Bukti.
L{e (1)} = / T ettt £1) dt
0
_ / e~ 6= p (1) dt = F(s — a)

0

3. Sifat Translasi 2
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Teorema 6.7. Diberikan L{f(t)} = F(s). Jika didefinisikan
fungsi g pada R dengan

g(t):{ ft—a) ,t>a

0 it <a
maka
L{g(t)} = e F(s).
Bukti.
clo)y = [ etg) at

e g (t) dt—l—/ e Stg(t) dt

) dt+/ e f(t — a) dt

h e St f(t —a) dt

—S— S

Dengan mensubstitusi t = u + a, diperoleh

clg(t)) = / e £ ) d(u + a)

0
— —as o —Uus d
e /0 e f(u) du
= e “F(s)

4. Sifat Pengubahan Skala

Teorema 6.8. Jika L{f(t)} = F(s), maka
L{f(at)} = F(s/a)

Bukts. -
£{f(at)} = /0 e~ f(at) dt
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Dengan menggunakan transformasi ¢t = u/a, diperoleh

C{f(at)} = / " emula () d(ufa)

0

- 1/000 e f () du

a

- 2F(s/a)

5. Transformasi Laplace dari Turunan

Teorema 6.9. Jika L{f(t)} = F(s), maka
L{F (1)} = sF(s) = £(0)

Bukti.

ciroy = | T et ey di

0

—  lim | / " 7(1) dt}
0

P—oo L

= lim _e—stf(t)‘op + s/P e "t () dt}
- 0

P—oo

] P
= lim _e_spf(P) — f(0) —|—S/O e St f(t) dt]

P—oo
- /0 T et () di — £(0) = sF(s) — £(0).
O

Perluasan ke dalam turunan-turunan yang berorde lebih tinggi
dapat digunakan induksi matematika, sehingga diperoleh

L{FM@)}) = s"F(s) — "L f(0) = s"72f(0) — -
—sf=2(0) — f™D(0) (6.1)

asalkan f(t), f'(t),---, f™ Y (t) kontinu untuk 0 < t < N dan
eksponensial berorde untuk ¢t > N dan f("(¢) kontinu sepotong-
sepotong untuk 0 <t < N.
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6. Perkalian dengan t"
Teorema 6.10. Jika L{f(t)} = F(s), maka

LA (1)) = (~1)" P (s).

6.3 Transformasi Laplace dari Fungsi dengan
Dua atau Lebih Peubah Bebas

Misalkan U (z,t) adalah suatu fungsi untuk x tertentu dan ¢ > 0 yang
kontinu sepotong-sepotong dalam setiap selang berhingga 0 < t <
N dan eksponensial berorde v, maka transformasi Laplace dari U,
dinyatakan dengan u(z,s), ada untuk semua s > ~. Transformasi
Laplace dari U terhadap peubah ¢ dengan mengambil Definisi 6.1 yang
dinyatakan dengan £L{U(xz,t)} didefinisikan sebagai

L{U(z,t)} = /000 e StU (x,t) dt = u(x, s).

Transformasi Laplace dari turunan parsial U terhadap z, yakni E{%—g},
dimana U = U(x,t) yang didefinisikan untuk ¢ < z < b dan ¢t > 0
dapat digunakan aturan Leibnitz sebagai berikut.

Jika f(z,t) fungsi kontinu dan mempunyai sebuah turunan parsial %{
yang kontinu dalam sebuah domain pada bidang xt dengan a < x < b
dan t; <t < t9 maka berlaku

o [t 9 f(z,1)
5 | f@;ﬂ(hl; L

Oleh karena itu, diperoleh
ou, [* _goUu 9 [* _4 _ Ou

Dengan menggunakan hasil ini, diperoleh
0*U ©  L0%U
— = TS —— dt
dGat = ) o

9~ 0U

0 ,0u 9%u

72\52) = 922
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Secara umum dapat dituliskan

(o} =

dengan u = u(x, s).

Sedangkan untuk mendapatkan transformasi Laplace dari fungsi
%—g yang terdefinisi pada a < x < b dan ¢t > 0 digunakan pengintegra-
sian dengan memandang U/(x,t) fungsi dari ¢t dan menganggap U (x, t)
kontinu pada setiap selang berhingga 0 < ¢ < N dan eksponensial
berorde v untuk ¢ > N. Dengan demikian diperoleh

ﬁ{aalt]} = /OooeStagt] dt

P U

ST
. st P F —st
= Ph_I)Iloo (e U(x,t)’o +5/0 e U (z,t) dt)
= S/OO e StU(z,t) dt — U(z,0)
= suo— U(z,0),

dimana u = u(z, s) = L{U(x,1)}.
U

Untuk mendapatkan transformasi Laplace dari fungsi %7, dimi-

salkan %—[tj =V dan dengan menggunakan hasil terakhir di atas, dipe-

roleh
02U oV
dA5e) = %
= sL{V} -V (z,0)

s(sC{U} = U(,0)) — Uy(,0)
s*u — sU(x,0) — Uy(z,0)

yang memenuhi sifat transformasi Laplace dari turunan seperti pada

Teorema 6.9. Dengan analogi persamaan (6.1), transformasi Laplace

dari %’;ﬁ{ didapat

E{a U} = " —s"'U(z,0) — 8" 2U(x,0) — - -

otn
—sUpt...4(2,0) = Upp.. . 4(x,0).
— ——

n-2 n-1
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6.4 Transformasi Laplace Invers

Jika transformasi Laplace dari fungsi f(¢) adalah F'(s), yakni £{f(t)
F(s), maka f(t) disebut transformasi Laplace invers dari F
yang dinotasikan dengan £~ 1{F(s)} = f(t). Sebagai contoh

}:

(s
L7H1/8?Y =t

L1 (s—2)} = €

LoYL/(s+4)) = S“;?t

dan sebagainya. Sedangkan untuk sifat-sifat operator £~! diberikan
sebagai berikut.

1. Sifat linier

Teorema 6.11. Jika L{f1(t)} = Fi(s) dan L{f2(t)} = Fa(s),
maka untuk sebarang ay dan ag bilangan-bilangan real berlaku

ﬁ_l{Olel(S) + OéQFQ(S)} = Otlﬁ_l{Fl (8)} + Oégﬁ_l{FQ(S)}
= a1 fi(t) + azfa(t).

2. Sifat Translasi 1

Teorema 6.12. Jika L7{F(s)} = f(t), maka

L7HE(s - a)} = e £(1)

3. Sifat Translasi 2
Teorema 6.13. Jika L~{F(s)} = f(t), maka

ﬁ—l{e—asF(s)}:{ f(t_a) t>a

0 ,t<a

4. Sifat Pengubahan Skala
Teorema 6.14. Jika L~H{F(s)} = f(t), maka

L7 (Flas)} = - f(t/a)

5. Transformasi Laplace invers dari Turunan
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Teorema 6.15. Jika L71{F(s)} = f(t), maka
LTHFM(s)} = (1) f (1)
6. Perkalian dengan s
Teorema 6.16. Jika L~{F(s)} = f(t), maka
LYsE(s)y = f'(t),  untuk £(0) =0,
dan
L7HsF(s)} = f/(t) + f(0)8(t),  untuk f(0) # 0.

dengan §(t) fungsi delta Dirac.

Agar lebih jelas cara mendapatkan transformasi Laplace invers, dibe-
rikan contoh-contoh berikut.

Contoh 6.17. Tentukan transformasi Laplace invers dari

1
F —
() s(s?2—1)
Penyelesaian:
1 1 1 1 1 1
gt - g )
s(s?2—1) 8+28—1+28+1
1 1 1 1 1
eRRC I R T e S Rt T by
2 s—1 + 2 s+1
1+ = t+1 ' =cosht —1
= - —e' 4+ e "= —
2 2
Contoh 6.18. Tentukan transformasi Laplace invers dari
s+1
F(s)= ——
)= o1
Penyelesaian:
g*l{ s+1 } _ 5*1{ (s+3)+3 }
s2+s+1 (s+3)2+2
1 3
- e e )
(s+32+3) V3 (s+3)2+2
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6.5 Penyelesaian Persamaan Konduksi Panas
dengan Trans-formasi Laplace

Penyelesaian persamaan konduksi panas akan diberikan dalam bebe-
rapa kasus. Sebagai kasus pertama untuk panjang batang berhingga
dengan permukaan teriolasi.

6.5.1 Panjang berhingga, permukaan terisolasi, dan su-
hu kedua penampang dipertahankan konstan

Masalah nilai batas konduksi panas dimensi satu pada keadaan tidak
tunak pada benda panjang berhingga L dengan suhu awal Uy konstan
dan suhu kedua penampang dipertahankan konstan masing-masing U,
dan Uy (Gambar 6.1) adalah

U(0,0)=U; Uo U(L,1)=U:

(0 L

Gambar 6.1: Suhu kedua penampang dipertahankan konstan

10U 02U
= _ 2=
ot 22 O<z<L, t>0

dengan syarat batas

U(z,0) = Uy, O0<z<L
U(O,t) = U, t>0
UL,t) = Us, t>0.

Untuk menyelesaikan permasalahan ini dengan menggunakan transfor-
masi Laplace, sebagai berikut.
Lakukan transformasi Laplace pada kedua ruas persamaan diferensial,
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diperoleh
10U 0?U
frart = Hae)
s Ux,0) _ "
]{; k - xrxT
sehingga diperoleh bentuk persamaan diferensial
S Uo
xx — U= T 2
u U ’ (6.2)
Transformasi syarat batasnya menjadi
U
c{UO.n} = u(0,5)=—" (6:3)
UL} = u(l,s) = % (6.4)

Penyelesaian umum persamaan (6.2) adalah

u(x,s) = Cy sinh(x+/s/k) + Cy cosh(z+/s/k) + %. (6.5)

Substitusi persamaan (6.3) dan persamaan (6.4) ke persamaan (6.5),

menghasilkan
U1 —Up

S

Co

dan
(U2 =) (Uy — Uy) cosh(L+/s/k)
 ssinh(L+\/s/k) - ssinh(L+/s/k) .
Kemudian, dengan mensubstitusikan hasil-hasil C; dan C5 ini ke per-
samaan (6.5), diperoleh

(U2 — U()) Sinh(mM)
ssinh(L+\/s/k)
(U1 — Up) cosh(L+/s/k) sinh(x+/s/k)
ssinh(Ly/s/k)

+(U1 ; UO) cosh(wM) + %
(Us — Up) sinh(x+/s/k)
‘ ssinh(L+/s/k)
+(U1 — Up) sinh((L — x)+\/s/k) N %'

ssinh(L+/s/k) s

u(z,s) =
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Untuk mendapatkan penyelesaian akhir adalah dengan cara mengam-
bil transformasi Laplace invers peramaan di atas, diperoleh

T 2 X (—1)” . nmx
U(.I‘,t) = (UQ—U0)<Z+% ( n) 6”2ﬂ2kt/L2 SIHT> +
n=1

(L—JJ) 2 . (_1)71 n?m2kt/L? nT['(L—.’E)
(U, U0)< 7 +7r; — smT)
+Uy

U, — U
_ oy U=,

L
42 3 (U2 = Uo)(=1)" = (U1 = Vo) n2p2pe/p2 g 7T
™= n

6.5.2 Panjang berhingga dan permukaan serta salah sa-
tu penampang terisolasi

Masalah nilai batas konduksi panas dimensi satu pada keadaan tidak
tunak pada benda panjang berhingga L dengan suhu awal U
konstan dan suhu salah satu penampang dipertahankan konstan Uj
dan penampang lain terisolasi adalah

10U 02U
= L, t
For o CSvsh 120

dengan syarat batas

U(z,0) = Uy, 0<z<lL
UL,t) = U, t>0.

Untuk menyelesaikan permasalahan ini dengan menggunakan transfor-
masi Laplace, sebagai berikut.
Lakukan transformasi Laplace pada kedua ruas persamaan diferensial,

diperoleh
2
c{iar) = o)
s U(x,0)

i g e
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sehingga diperoleh bentuk persamaan diferensial

Transformasi syarat batasnya menjadi

L{Uz(0,t)} = wu(0,5)=0 (6.7)
L{U(L,t)} = wu(L,s)= % (6.8)

Penyelesaian umum persamaan (6.6) adalah
u(z,s) = Cysinh(xv/s/k) + Ca cosh(z/s/k) + %. (6.9)

Substitusi persamaan (6.7) dan persamaan (6.8) ke persamaan (6.9),
menghasilkan

dan
(U1 — Uy)

N scosh(L+/s/k)
Kemudian, dengan mensubstitusikan hasil-hasil C; dan C5 ini ke per-
samaan (6.9), diperoleh

(Uy — Uy)s cosh(zy/s/k) N Uo
scosh(L+/s/k) 5

u(z,s) =

Dengan mengambil transformasi Laplace invers persamaan di atas,
diperoleh hasil akhir

1" o~ (2n—1)2m2kt/AL? o (2n — 1)7“)

3 e
M8
153/\
L

Uz,t) = (Uy— U0)<1 +

ot 2L
+ Uy
_ AUL = Uo) o~ (51" _onopezreare (20— D
= U1+ ZQn—le cos 5T

=1

3

6.5.3 Panjang berhingga, salah satu penampang terjadi
fluks panas, dan suhu penampang lain konstan

Masalah nilai batas konduksi panas dimensi satu pada keadaan tidak
tunak pada benda panjang berhingga L dengan suhu awal Uy konstan
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dan suhu salah satu penampang dipertahankan konstan U; dan ujung
yang lain terjadi fluks panas sebesar A konstan adalah

10U 02U
= _Z=
ot 3 O<z<L, t>0

dengan syarat batas

U(z,0) = Uy, 0<z<lL
—KU;(0,t) = A, t >0 (K konstanta)
UL,t) = U, t>0.

Untuk menyelesaikan permasalahan ini dengan menggunakan transfor-
masi Laplace, sebagai berikut.
Lakukan transformasi Laplace pada kedua ruas persamaan diferensial,

diperoleh
2
it = 5]
s U(=,0)

k k

= Uzxx
sehingga diperoleh bentuk persamaan diferensial
—Zu=-=2 (6.10)

Transformasi syarat batasnya menjadi

LU} = w(L,s) = % (6.12)
Penyelesaian umum persamaan (6.10) adalah
u(z,s) = Cysinh(zv/s/k) + Cacosh(z/s/k) + %. (6.13)

Substitusi persamaan (6.11) dan persamaan (6.12) ke persamaan (6.13),
menghasilkan
AVE

=K
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dan
(AVksinh (L\/s/k) U — Uy

Cy = :
sv/sK cosh (L\/s/k)  scosh(Ly/s/k)

Kemudian, dengan mensubstitusikan hasil-hasil C; dan C5 ke persa-
maan (6.13), diperoleh

AVksinh(L+/s/k) cosh(z+/s/k)

u(z,s) = — AVk sinh(zv/s/k) +

sy/sK sv/sK cosh(L+/s/k)
+(U1 — Up) cosh(z+/s/k) N Uy
scosh(L+/s/k) s
AVEsinh((L — x)+/s/k) N (U1 — Up) cosh(z+/s/k) n @.
sy/sK cosh(L+/s/k) s cosh(L+/s/k) s

Dengan mengambil transformasi Laplace invers persamaan di atas,
diperoleh hasil akhir

24k [1 on — 1)or(I, —
U(J?,t) = ﬁ (_1)71—1 e—(Qn_1)27r2kv/4L2 sin ( n )2-< $)
n=1
4 ) 2 2 2 (2n — L)z
1+ — —(2n—1)2w2kt/4L? o\ T D)L
(Ul ( ™ g 2n — 1
+ Uy

SAL & 1 (9m1)2n 2kt JAL2 (2n — 1)z
_ __—(2n—1)2x2kt/4L )
Kn? 2= (2n— 1)? ( c L

+(U1 = Uo) (1+ =

~ (2n —1)
+ U
A
8AL Z 271 1)2 2kt/4L2 COS (2n - 1)71‘3}
(2n —1)2 2L

4(Uh — UO) — (=D" o 12ekijarz . (2n— Dz
D 2n—1)° RY)

4 (1) o~ (2n—1)2m2kt /412 (2n — )mz
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6.5.4 Panjang semi tak hingga dengan suhu penampang
dipertahankan konstan

Masalah nilai batas konduksi panas pada keadaan tidak tunak dengan
permukaan terisolasi, suhu penampang dipertahankan konstan U; dan
suhu awal Uy konstan adalah

10U 0°U S0 120
v x
kot  0x2’ ’
dengan syarat batas
U(z,0) = Uy, x>0
Uu,t) = U, t>0
lim U(z,t) = ada, t>0.
T—>00
Untuk menyelesaikan permasalahan ini dengan menggunakan transfor-
masi Laplace, sebagai berikut.
Lakukan transformasi Laplace pada kedua ruas persamaan diferensial,

diperoleh
10U o*U
it = Aol
L U(z,0) "
]{ k - T
sehingga diperoleh bentuk persamaan diferensial
S Uo
pr — U= ——. .14
u U ’ (6.14)
Transformasi syarat batasnya menjadi
Ur
L{U0,t)} = wu(0,s) = - (6.15)
lim L{U(z,t)} = lim u(x,s) ada (6.16)
T—00 T—00

Penyelesaian umum persamaan (6.14) adalah
oy / U,
u(z,s) = Cp e*VIk 4 Cy emVI/k 4 =9
s

Karena lim,_ .., ada, disimpulkan
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sehingga diperoleh
u(x,s) = Cy e*V3/* 4 %. (6.17)

Dengan memasukkan syarat batas u(0, s) = Uy /s ke persamaan (6.17),

diperoleh
U1 - Uy

S

Co
sehingga diperoleh

Ui - U /o7k . U
u(z,s) = % e’ S/k+?0.

Dengan mengambil transformasi Laplace invers, diperoleh hasil akhir

U(z,t) = (U —Uy) erfc<2;ﬁ> + Uy
= U - (U1 - Up) erf(zim),

di mana erf(y) = = [ e dv.

T

6.6 Rangkuman

1. Definisi transformasi Laplace. Diberikan fungsi f(¢) untuk ¢ > 0.
Transformasi Laplace dari f(¢), ditulis £{f(¢)}, didefinisikan
sebagai

LU0} = / T et (t) dt = F(s)

jika integralnya ada.

2. Transformasi Laplace bersifat linier, yakni jika £{f1(t)} = F1(s)
dan L£{f2(t)} = F5(s), maka untuk sebarang a; dan ay bilangan-
bilangan real berlaku

L{a1f1(t) + aafa(t)} = a1 F1(s) + agFa(s).
3. Transformasi Laplace dari turunan ke-n fungsi adalah
L{M(@B)Y = s"F(s) =" f(0) = 5" 2f(0) -
=sf"2(0) = £V (0)

asalkan f(t), f'(t),---, f®™ Y (t) kontinu untuk 0 < t < N dan
eksponensial berorde untuk ¢t > N dan f(™(¢) kontinu sepotong-
sepotong untuk 0 <t < N.
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4. Transformasi Laplace invers bersifat linier, yakni jika fi(t) =
LY Fi(s)} dan fo(t) = L7 F(s)}, maka untuk sebarang oy
dan ag bilangan-bilangan real berlaku

,C_I{OélFl(S) + OéQFQ(S)} = alﬁ_l{Fl (S)} + QQL_I{F2(S)}
= a1 fi(t) + azfa(t).

6.7 Soal-soal Latihan

1. Jika a suatu konstanta real, buktikan bahwa L{sinat} = 5.
2. Jika a suatu konstanta real, buktikan bahwa L{cosat} = 7.
3. Jika a suatu konstanta real, buktikan bahwa L{sinhat} = %—.
4. Jika a suatu konstanta real, buktikan bahwa L{coshat} = *—.

5. Tentukan invers transformasi Laplace dari fungsi

3s+ 7
F(s) = ———
(s) §2—2s—3
6. Selesaikan masalah nilai awal
y' =3y +2y=4e*,  y(0)=-3,4/(0)=5

dengan menggunakan transformasi Laplace.

7. Diberikan masalah nilai awal dan nilai batas

gjeg = GQZZ’ 0<z<L, 0<t
y(0,8) = 0, 0<t
y(L,t) = 0, 0<t
y(z,0) = px(L—x), O<z<lL
yt(xz,0) = 0 0<x<L.

Gunakan metode transformasi Laplace untuk membuktikan pe-
nyelesaian di atas adalah

y(z,t) = in cos

8uL? i 1 i (2n — 1)z (2n — 1)mat
(2n —1)3 L L
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6.8 Bahan Diskusi

Diskusikan dengan teman-temanmu untuk membuktikan bahwa

dimana m > 0 dan n > 0.
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Bab 7

Metode Beda Hingga

Tujuan yang akan dicapai setelah mahasiswa (atau pembaca)
mempelajari materi dalam bab ini diantaranya:

1. Mahasiswa dapat menjelaskan prinsip-prinsip metode Beda Hing-
ga fungsi dua peubah atau lebih.

2. Mahasiswa dapat menjelaskan konsep metode Beda Hingga Ma-
ju, Mundur, dan Tengah.

3. Mahasiswa mampu menyelesaikan masalah nilai awal dan nilai
batas dengan metode Beda Hingga.

131
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Masalah Syarat Awal dan Batas (MSAB) suatu PDP yang seder-
hana, dapat diselesaikan melalui metode analitik. Namun, pada ba-
nyak permasalahan fisis yang kompleks, penyelesaian analitik tidak
mungkin diperoleh. Dengan demikian, dibutuhkan suatu metode pen-
dekatan yang disebut sebagai metode numerik.

Metode beda hingga merupakan salah satu metode numerik
yang sering digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial.
Prinsipnya, dengan mengganti turunan menjadi bentuk diskritisasi be-
da hingga berdasarkan deret Taylor. Hasil diskritisasi akan merubah
persamaan diferensial menjadi bentuk sistem persamaan linier (SPL)
sehingga dapat dievaluasi menggunakan komputer.

Deret Taylor adalah representasi fungsi matematika sebagai jum-
lahan tak hingga dari suku-suku yang nilainya dihitung dari turunan
fungsi tersebut di suatu titik. Jika f dan semua turunannya f’, f”, f", ...
adalah fungsi kontinu pada selang [a,b], maka f(x) dapat diekspansi
untuk nilai x + Az dan x — Az di sekitar = ke dalam deret Taylor.
Deret Taylor dari fungsi f(x) yaitu

Ax? Az
e+ 8a) = f(o)+Acf () + S f"(0) + S (@) +
Az? " o Az? "

fla—An) = f(@) = Aaf() + S0 (w) = S @) +

Skema diferensiasi metode beda hingga berdasarkan deret Taylor di-
antaranya:

1. Beda Maju

flz + Az) — f(x)

N — f(2)+0(Ax)

2. Beda Mundur

f(x) — f(z — Ax)

. — f(2) +O(Aw)

3. Beda Tengah

f(z+Az) — f(z — Az)
2Ax

— f'(2)+0(Aw)
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7.1 Persamaan Parabolik

Berikut diberikan contoh penyelesaian persamaan parabolik meng-
gunakan metode beda hingga. Persamaan tersebut direpresentasikan
oleh persamaan konduksi panas pada sebatang logam dimana permu-
kaan batang terisolasi sempurna dengan kedua ujung penampangnya
memiliki suhu yang dipertahankan konstan. Suhu di kedua ujungnya
masing-masing yaitu vy, (panas) dan ug (dingin) seperti diberikan pa-
da Gambar 7.1.

Panas Dingin

Gambar 7.1: Sebatang logam yang selimutnya diisolasi sempurna

MSAB persamaan konduksi panas batang dapat direpresentasikan
sebagai:

or | 0°T

E = W? O<z< .L7 t>0

T(O,t) =ur, T(L,t) = UR

T(x,0) = Tp(x) (7.1)

Berikut diberikan sistem grid (Gambar 7.2) yang digunakan untuk
menyelesaikan PDP orde dua pada persamaan konduksi panas.

1

=i+

S NE it T

=1

m+1,0 o

Gambar 7.2: Sistem grid persamaan parabolik
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Gambar 7.2 menyatakan nilai z dan t berturut turut merupakan
diskritisasi terhadap ruang dan waktu dengan ¢ = 1,2,...,m + 1 dan
[ =0,1,2,.... Berikut diberikan tiga metode beda hingga yang dapat
digunakan untuk menyelesaikan persamaan parabolik

7.1.1 Metode FTCS (Forward Time Center Space)

Metode FTCS sering disebut sebagai metode eksplisit. Metode beda
maju (forward time) diterapkan pada u; dengan nilai error O(At) dan
metode beda tengah (center space) yang diterapkan pada u,, dengan
akurasi O(Az?), sehingga

1. Forward Time

OT(x,t)  T(x,t+ At) — T(x,t)
o At (7.2)

2. Center Space

T (x,t)  T(x+ Awx,t) — 2T (x,t) + T(x — Aw, t)
07 (A7)’ (7.3)

Sistem Grid dari persamaan (7.2) dan (7.3)

ai _ T;l+1 _ T:L'l dan 82T _ T;l—l—l _ 2Tzl + El—l
ot At 0z (Ax)?

Subtitusikan persamaan di atas ke persamaan (7.1) diperoleh

T T T 2T+ T

At (Ax)?

sehingga dapat disederhanakan menjadi bentuk

T =T A (Tl — 21 + 7L (7.4)
At

dengan )\ = ]{IW, = 1,2,...,m, l = 0, 1,2,
X

To=ur, Ty =ur 1=0,1,2,..

TZLO :TO('TZ')’ 1= 152a"'am

Berikut diberikan stencil grid beda ruang =, dan beda waktu ¢
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,-'ol

o
N

Jd Y
3/

Ty= X et

O Grid beda ruang
X Grid beda waktu

Gambar 7.3: Stencil metode FTCS persamaan (7.4)

Contoh 7.1. Gunakan metode FTCS untuk menyelesaikan distribusi
suhu suatu batang tipis dengan panjang 10cm, dengan Axr = 2cm,
dan At =0,1s. Padat =0, suhu batang adalah nol dan batas kondisi
tetap untuk semua waktu pada T(0) = 100°C dan T(10) = 50°C.
Perhatikan bahwa batang tersebut adalah aluminium dengan termal
difusivity k = 0,835 cm?/s

Penyelesaian:
Langkah 1: Tentukan nilai A

At 0.1
= = —_— = 2
A=k L 0,835 5 =0,020875

Langkah 2: Sketsa diskritisasi batang (Gambar 7.4) dan sistem grid-
nya (Gambar 7.5).

10 cm

100°C [ ] [ ] [ ] 50°C

—

[ ]
——
2cm

Gambar 7.4: Diskritisasi batang



136 Bab 7. Metode Beda Hingga

t

0,2s
T! = 100°C 0,1s L= 5o°¢c
Os b

2em 4em 6em 8ecm 10 em

Tl
Gambar 7.5: Sistem grid batang

Langkah 3: Subtitusikan nilai yang diketahui pada persamaan (7.4)

TH = T 4+ 0.020875 ( L —oT! T}_1> ,i=1,2,...,4,(7.5)
1=0,1,2,.. (7.6)
Tt =100, Tt =50 1=0,1,2,...
P =0, i=1,2,...4

Langkah 4: Gunakan persamaan (7.5) diperoleh

e untuk nilai t =0,1s

T! = 0+0,020875[02(0) + 100] = 2, 0875
T) = 04 0,020875[02(0) +0] =0
[02(
[

o
|

0+ 0,020875[02(0) + 0] =
T} = 0+ 0,020875[502(0) + 0] = 1,0438

e
|

e untuk nilai ¢t =0,2s

T? = 2,0875 + 0,020875[02(2,0875) + 100] = 4, 0878
T2 = 0+ 0,020875[02(0) + 2,0875] = 0, 043577

T2 0+ 0,020875[1, 04382(0) + 0] = 0,021788

T2 = 1,0438 + 0,020875[502(1,0438) + 0] = 2, 0439

Perhitungan dapat dilanjutkan menggunakan Matlab hingga diperoleh
grafik distribusi panas pada logam seperti pada Gambar 7.6 berikut.
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Ar=0.1
Ax=2
k =0.835
r=9
/= 12
‘&
Rt
| 1 I
0 4 8 X

Gambar 7.6: Distribusi suhu batang metode FTCS

Kekonvergenan dan Kestabilan

Kekonvergenan metode berarti ketika Az dan At mendekati nol,
hasil perhitungan teknik metode beda hingga mendekati penyelesaian
sesungguhnya. Kestabilan metode berarti bahwa nilai error pada se-
tiap tahap komputasi tidak diperbesar tetapi semakin mengecil saat
proses komputasi berlangsung.

8
{ T
;
T
w
o

Gambar 7.7: Tlustrasi ketidakstabilan dari Soal Contoh 7.1 dengan
nilai A = 0,735
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Agar skema stabil maka |p| < 1 yaitu

lpl = 1 +2X(cosaAz—1)] <1
—1< 1+42X(cosaAzx—1) <1
1< A(cosalAzx —1) <0
0< A (1 — cosaAx) <1
0< 2\ sin? (%52) <1

sehingga 2\ < 1. Jadi skema akan stabil jika A = k% < %

Selain itu, perlu dicatat bahwa jika A < 1/2 dapat menghasilkan pe-
nyelesaian yang stabil dan konvergen tetapi masih berosilasi. Selanjut-
nya, jika A < 1/4 maka metode stabil, memiliki penyelesaian konvergen
dan tidak berosilasi. Berikutnya, jika A = 1/6 metode akan memili-
ki kekonsistenan dan cenderung meminimalkan kesalahan pemotongan
(truncation error).

7.1.2 Metode BTCS (Backward Time Center Space)

Telah diketahui sebelumnya bahwa metode eksplisit FTCS memiliki
limitasi dalam kestabilannya. Berikut diberikan representasi kelemah-
an grid dari metode FTCS

’L G 8

Sk B e e AR A
| | | | I !
| | | | | I

s S -

I
1 i | I Syarat Batas
$-- < gl

I I
I I

Syarat Awal

Gambar 7.8: Limitasi grid metode FTCS

Diperhatikan bahwa Gambar 7.8 merupakan representasi pengaruh
titik-titik (nodes) pendekatan beda hingga terhadap titik (i,1) pada
metode FTCS. Titik-titik tebal di bawah piramida merupakan titik
yang mempengaruhi titik (¢,7). Akan tetapi titik yang tidak diarsir,
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yang pada kenyataannya mempengaruhi (i,7), dikecualikan. Berikut
diberikan perbaikan grid yang diberikan pada metode BTCS.

O Grid beda ruang
X Gridbeda waktu

J NI
[+1 I+1 N, N
/ P Y fdl !
1/ 1/

i-1 i i+ 1 i-1 i i+1
a) Metode Eksplisit b) Metode Implisit

1/

Gambar 7.9: Stencil metode eksplisit FTCS dan implisit BTCS

Diperhatikan bahwa limitasi metode eksplisit berupa tidak dipenga-
ruhinya titik (i,7) oleh titik-titik di sekitarnya, dapat direduksi oleh
metode implisit (BTCS).

1. Backward Time
ol (x,t)  T(z,t+ At) —T(z,t)

ot At

2. Center Space

O?T(x,t)  T(x+ Ax,t+At) — 2T (x,t + At) + T(x — Ax,t + At)

Ox? (Ax)?

Metode BTCS memiliki akurasi O(At, Az?). Persamaan beda un-
tuk kasus persamaan (7.1) menggunakan metode BTCS adalah
oT ,-TiH_l . z-vll 82T T-l+1 _ 21’;[-0—1 + T;lj_ll

— an i+1

ot At 0x2 (Ax)?

Subtitusikan pada Persamaan (7.1) diperoleh

l I+1 I+1 I+1
T o T et T

At (Az)?

Li=1,2,...m, 1=0,1,2, ..
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Dengan demikian diperoleh persamaan

AT+ (L+20) T - AT =T

Untuk interior i = 1
(1420 T T8 =T
Untuk interior ¢ =2,--- ,m — 1
AT+ (L4 20 T - AT =T
Untuk interior i = m
SATH 4 (1 20) T = T 4 g
dengan

T = To(z;) i=0,1,2,...,m

(7.7)

(7.8)

(7.9)

Persamaan (7.7) - (7.9) di atas dapat disusun hingga membentuk sis-
tem persamaan linier (SPL) berbentuk matriks AT = B sebagai beri-

kut.
[ 1+2) =) 0 0o - 0
A 1422 =X e e 0
0 X 142x . e 0
0 0 0 -
0 0 0 e =X 1420
Tll + )\uL i
%
T}
T7ln + )\UR |

Contoh 7.2. Gunakan metode BTCS, pendekatan beda hingga, untuk

menyelesaikan permasalahan Contoh 7.1.
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Penyelesaian:

Langkah 1-2: Idem dengan Contoh 7.1

Langkah 3: Subtitusikan nilai yang diketahui pada persamaan (7.7).
Dengan demikian, untuk ¢ = 0,1s dapat ditulis nilai titik interior
pertama adalah

1,04175 T — 0,020875 T2 = 0+ 0,020875(100)
atau
1.04175 T — 0,020875 T2 = 2,0875

Apabila disubtitusikan hingga titik ke-m persamaan (7.9) diperoleh
matriks sebagai berikut

1,04175  —0,020875 0 0 T}
—0,020875  1,04175  —0,020875 0 T}
0 —0,020875  1,04175  —0,020875 T
0 0 —0,020875  1,04175 T}
2,0875
B 0
N 0
1,04375

Selesaikan matriks secara simultan, maka dapat diperoleh suhu batang
pada t = 0,1 adalah

! = 2,0047
T) = 0,0406
Ty = 0,0209
T = 1,0023

Diperhatikan bahwa, hasil perhitungan suhu pada ¢ = 0,1s ni-
lai titik-titik interior jauh berbeda jika dibandingkan antara metode
FTCS dan BTCS.

Langkah 4: Selanjutnya, untuk mengetahui suhu batang pada t = 0, 2s
maka diselesaikan menggunakan matriks

1,04175  —0,020875 0 0 T2
—0,020875  1,04175  —0, 020875 0 T2
0 —0,020875  1,04175  —0,020875 T2

0 0 —0,020875  1,04175 T2
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4,09215
0, 04059
0,02090
2, 04069

diperoleh distribusi suhu batang pada t = 0, 2s adalah

T2 = 3,9305
T3 = 0,1190
T? = 0,0618
T? = 1,9653

Langkah 5: Dengan demikian, perhitungan dapat dilanjutkan meng-
gunakan Matlab hingga t = oo

Kekonvergenan dan Kestabilan
Agar skema stabil maka |p| < 1 yaitu

p—1=2X\p(cosalAz —1)

Dengan demikian,

1
p 142X (1 — cosaAx)
1
= - (7.10)
1+4\ 51112(%“)
dengan \ = ( 22352 . Persamaan (7.10) menunjukkan bahwa untuk setiap

nilai A dan «, nilai penyebut selalu lebih besar dari pembilangnya,
maka nilai |p| < 1. Jadi skema ini selalu stabil untuk setiap nilai A
(unconditionally stable).

Walaupun metode implisit BT'CS stabil dan konvergen, namun me-
tode ini memiliki kekurangan pada perbedaan keakuratan, aproksimasi
beda waktu akurat orde pertama, sedangkan aproksimasi beda ruang
akurat orde dua. Berikutnya, akan dibahas lebih lanjut mengenai me-
tode implisit alternatif yang memperbaiki kekurangan tersebut.

7.1.3 Metode Crank-Nicolson

Metode Crank-Nicolson merupakan skema implisit alternatif yang me-
miliki keakuratan orde dua dalam ruang dan waktu. Dalam hal ini,
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pendekatan beda dibangun dengan membuat sebuah titik tengah dum-
my pada dimensi waktu. Dengan ka‘ga lain, center time diterapkan un-
tuk menghampiri u,; di titik grid t+2 pada persamaan konduksi panas
7.1

N
\J/
e
™
v

O Grid beda ruang
X Grid beda waktu

Gambar 7.10: Stencil metode implisit Crank Nicolson

oT B fTiH-l _]vil

ot At

I+1 141 1+1
o°T _ 1 T), —2T) + T}, T —20,7 + 1,1
Ox? 2 (Az)? (Az)?

Dengan demikian diperoleh persamaan

NI +2(L+ N T = NTH = AT +2(1 = N T + AT},

Sehingga,
Untuk interior 2 = 1

21+ N T = ATHT =21 = N) T+ ATH + 2wy,
Untuk interior ¢ =2,--- ,N — 2
AT+ 2(LH N T = AT = AT +2(1 = N T+ AT
Untuk interior : = N — 1

CATHL 121+ N THY = AT +2(1 - M) T+ 2)up
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dengan
TP = To(w;) i=0,1,2,...,N (7.11)

Persamaan-persamaan di atas dapat disusun hingga membentuk sis-
tem persamaan linier (SPL) berbentuk matriks AT = B sebagai beri-

kut.

[ 2(14+2) =) 0 0 0 - i
1
“A 2(14A) =X 0 i+
0 A 1422 0 T3t
i
0 0 0 . -2 Ly
0 0 0 —X 214X | -
[ 2(1-)) A 0 0o - 0 ]
A 2(1—=X2) A 0
7 0 A 1+ 2) 0
0 0 0 A
0 0 0 A2(1=)) |
Tll + Aug,
5
T3
Ths
| T+ Aug

Contoh 7.3. Gunakan metode implisit alternatif Crank-Nicolson, pen-
dekatan beda hingga, untuk menyelesaikan contoh permasalahan 7.1

Penyelesaian:

Langkah 1-2: Idem dengan Contoh 7.1

Langkah 3: Subtitusikan nilai yang diketahui pada persamaan (7.7).
Dengan demikian untuk ¢ = 0, 1s, diperoleh matriks
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2,04175  —0,020875 0 0 T}
—0,020875  2,04175  —0,020875 0 Ts
0 —0,020875  2,04175  —0,020875 Ts
0 0 —0,020875  2,04175 T}
4,175
B 0
- 0
2,0875

selesaikan matriks secara simultan, maka dapat diperoleh suhu batang
metode Crank-Nicolson pada t = 0.1 adalah

! = 2,0450
T; = 10,0210
T3 = 0,0209
T{ = 1,0023

Langkah 4: Selanjutnya, untuk mengetahui suhu batang pada t =
0, 2s, selesaikan matriks berikut secara simultan

2,04175  —0,020875 0 0 T2
—0,020875  2,04175  —0,020875 0 T2
0 —0,020875  2,04175  —0,020875 T2
0 0 —0,020875  2,04175 T2
8,1801
| 0,0841
| 0,0427
4,0901

diperoleh distribusi suhu batang pada t = 0, 2s adalah

T2 = 4,0073
T? = 0,0826
T? = 0,0422
T? = 2,0036

Langkah 5: Dengan demikian, perhitungan dapat dilanjutkan meng-
gunakan Matlab hingga ¢ = oo



146 Bab 7. Metode Beda Hingga

Kekonvergenan dan Kestabilan
Agar skema stabil maka [p| < 1 yaitu

14+ X(cosalAz —1)
p= 1—A(cosaAz —1)
1 —2\sin (an) kAt

= A =
P 1+ 2Xsin (O‘A”) ’ (Az)?

Dengan demikian nilai |p| < 1 untuk setiap nilai A > 0. Jadi skema

ini selalu stabil tanpa syarat (unconditionally stable).

7.2 Persamaan Eliptik

Berikut diberikan contoh penyelesaian persamaan eliptik mengguna-
kan metode beda hingga yang direpresentasikan oleh persamaan La-
place berupa distribusi panas pada sebuah lempengan logam yang ti-

dak bergantung waktu (Gambar 7.11).

%

Gambar 7.11: Distribusi panas lempengan logam berbentuk persegi

MSAB Persamaan Laplace dimensi dua tidak bergantung waktu

dapat direpresentasikan sebagai

9T e 9°T
92 Oy?

=0, O<zr<a, 0<y<bd

T(an)_Ta T(aay):TRa OS?JSb
T(x,0)=Tp, T(x,b) =Ty, 0<z<a
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Sebelum membahas mengenai jenis penyelesaian metode beda hingga
pada PDP eliptik, berikut diberikan sistem grid (Gambar 7.12) yang
digunakan untuk menyelesaikan PDP order dua pada persamaan La-
place dimana x dan y merupakan diskritisasi terhadap ruang dengan

m+ 1, n+1
O,n+1 —9

B i j+1

=14 mi+1,7

Lj=-1-

m+ 1,0 X

Gambar 7.12: Sistem grid persamaan Laplace

1=1,2,...m+1 5=0,1,2,...,n+ 1. Berikut diberikan dua metode
beda hingga yang dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan
eliptik

7.2.1 Metode Langsung

Persamaan Laplace tidak bergantung waktu 7', +7T, = 0 pada doma-
in D menerapkan metode beda pusat atau beda tengah (center space)
untuk 7, dan Ty, dengan akurasi O(Az?, Ay?), sehingga

1. Center Space untuk x

O’T(x,y) _ T(z+ Az,y) — 2T (z,y) + Tz — Az, y)

1
Ox? (Az)? (7.13)
2. Center Space untuk y
OT(ay) Ty +By) = 20(ey) + Ty = By) 7

0y? (Ay)?
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j+1

O Grid pada sumbu-x

_€ i 9— J X Grid pada sumbu-y

Gambar 7.13: Stencil persamaan Laplace

Sistem Grid dari Persamaan (7.13) dan (7.14)

O*T _ Ty = 2T+ Ticay
Ox? (Ax)?
’T  _ Tij1— 2T+ Tij
dy? (Ay)?

Apabila disubtitusikan pada persamaan Laplace (7.12) maka diperoleh

Livrj =20 + Ty | Tijn =205+ Tij1
(Az)? (Ay)?

Untuk permasalahan dengan bentuk persegi dengan Az = Ay maka
diperoleh
AT — Tiv1j — Tic1y — Ty — Tij—

o —Tj-1— T + 4T — Tivr; — Tijna 0 (7.15)

Gambar 7.14: Alur Bobot Persamaan (7.15)
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Contoh 7.4. Diberikan suatu lempengan logam tipis berbentuk perse-
gi. Di setiap sisinya, memiliki tingkat panas dengan suhu yang dijaga
tetap konstan dimana suhu masing-masing sisi direpresentasikan oleh

Gambar 7.15.

100°C
1.3y (23 (33
L] L] L]
(1,2 22 (32
750¢ . } a .
(1,1} (2,1) (3, 1)
L ] L ] L ]
0%e

500C

Gambar 7.15: Lempengan Logam yang Dipanaskan

Dengan diskritisasi 3 X 3, tentukan distribusi suhu pada permukaan

lempengan di setiap titik.

Penyelesatan:

Langkah 1: Subtitusikan titik-titik yang akan dicari nilainya pada per-

samaan (7.15)

e untuk titik (1,1)

—T1o0—To1 +4T1y —To1 —T12=0

diketahui bahwa nilai 779 = 0 dan Ty 1 = 75, dengan demikian

diperoleh

ATy —To1 —T12="T75

e untuk titik (2,1)

—Too—T11+4T51 —T31 —T22=0

diketahui bahwa nilai 75 9 = 0 dengan demikian diperoleh

~Ti1+4T51 —T31 —T22=0
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Langkah 2: Proses ini dilanjutkan untuk seluruh titik interior hingga
T3 3. Dengan demikian terbentuklah sistem persamaan linier (SPL)
dengan 9 peubah tak diketahui

Langkah 3: Sistem persamaan linier (SPL) yang telah terbentuk, diu-
bah ke bentuk persamaan matriks AT = B sebagai berikut

T4 -1 0 -1 0 0 0 0 0 71[Tal [ 75 ]
-1 4 -1 0 -1 0 0 0 0 Ty 0
0 -1 4 0 0 -1 0 0 0 Ty 50
-1 0 0 4 -1 0 -1 0 0 Ty, 75
0 -1 0 -1 4 -1 0 -1 0 Toy | =] 0
0 0 -1 0 -1 4 0 0 -1 Ty 50
0 0 0 -1 0 0 4 -1 0 Ty, 175
0 0 0 0 -1 0 -1 4 -1 Ty 100
L0 0 0 0 0 -1 0 -1 4 ] |75 [ 150

Langkah 4: Menggunakan teknik invers matriks T = A~!B, Nilai Ty 1
hingga T3 3 dapat ditentukan nilainya secara simultan

penyelesaian numerik dari persamaan Laplace umumnya melibatkan
SPL yang lebih besar ukurannya dibanding contoh 7.4. Misalnya disk-
ritisasi 10 x 10 akan menghasilkan sebanyak 100 persamaan untuk
diselesaikan, sehingga diperoleh nilai dari tiap titik diskritisasi berupa
nilai peubah yang akan dicari hasilnya.

7.2.2 Metode Iterasi

Metode berikutnya untuk menyelesaikan persamaan Laplace (7.12)
adalah metode iterasi.

Perlu diperhatikan bahwa untuk diskritisasi titik yang lebih banyak
pada domain, maka akan menghasilkan ukuran matriks yang sangat
besar. Metode langsung bekerja dengan mengeliminasi matriks beru-
kuran besar dan mengandung banyak nilai nol pada matriks tersebut.
Hal ini akan menyebabkan perhitungan memori komputer menjadi ti-
dak efektif, dengan demikian metode pendekatan secara iterasi dapat
dijadikan sebagai alternatif menyelesaikan SPL yang berukuran besar.

Metode iterasi yang efektif dan sering digunakan adalah Metode
Tterasi Gauss-Seidel. Apabila metode ini digunakan untuk menyelesai-
kan permasalahan pada PDP metode ini sering dikenal sebagai Metode
Liebmann.
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Persamaan (7.15) dapat diekspresikan menjadi bentuk persamaan
sebagal berikut

Tig1,j +Tic1;+ T jp1 + T 51
Tij =
4

untuk j = 1...n dan ¢+ = 1...m karena Persamaan 7.15 dominan di-
agonal, maka akan menghasilkan suatu penyelesaian yang stabil dan
konvergen. Selanjutnya, untuk mempercepat perhitungan, dapat digu-
nakan faktor pengali relaksasi (Gauss-Seidel Overrelazation) sebagai
berikut

(7.16)

TPSY = XIS (1 — \) TP (7.17)

dimana 777" dan T"ld berturut-turut merupakan nilai titik yang se-
dang dlcarl dan nllal tltlk dari iterasi sebelumnya. Nilai A merupakan
faktor pengali relaksasi yang berada di interval [1,2]. Perhitungan
dihentikan ketika diperoleh nilai error relatif lebih kecil dari nilai tole-
ransi yang diberikan. Perhitungan Error reltif dapat dihitung dengan
formula sebagai berikut

Tnew _ Told

‘62'7]" = ‘ Trew X 100% (7.18)

Contoh 7.5. Gunakan metode iterasi (Metode Liebmann) untuk me-
nyelesaikan masalah lempengan logam tipis yang dipanaskan pada Con-
toh Soal 7.4 yang direpresentasikan oleh Gambar 7.14. Dengan disk-
ritisast 3 X 3, tentukan distribusi suhu pada permukaan lempengan di
setiap titiknya. Gunakan faktor pengali relaksasi 1,5 dengan toleransi
nilai error relatif 1%

Penyelesaian:
Langkah 1: Tentukan nilai tebakan awal di setiap titik yaitu nilai
T171,T172, ...,T373 bernilai 0

Langkah 2: Kerjakan iterasi pertama terlebih dahulu. Selesaikan per-
samaan (7.16)-(7.17) dengan mensubtitusikan nilai batas yaitu T; 0 = 0
T nt1 = 100, Ty ; = 75, dan Tjp, 41 j = 50 dan tebakan awal Langkah 1
untuk mengetahui nilai di tiap titik diskritisasi

Iterasi Pertama

e untuk T171
Menggunakan Persamaan (7.16) diperoleh

0+75+0+0
Tii = % = 18,75 (7.19)
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dengan faktor pengali relaksasi 1,5 dan nilai dari persamaan
(7.19) diperoleh

Ty, =1,5(18,75) + (1 — 1,5)0 = 28,125 (7.20)

e untuk 757 gunakan nilai 7 ; yang telah diperoleh

0+28.1254+0+0
T, = + 4+ + =7,03125

Ton1 = 1,5(7,03125) 4+ (1 — 1.5)0 = 10, 54688

e untuk 73 ; gunakan nilai 75 ; yang telah diperoleh

50 + 10, 54688 + 04 0
Tz = + 2 1 O+ =15,13672

Ty, = 1,5(15,13672) 4 (1 — 1.5)0 = 22.70508

perhitungan di titik berikutnya, diperoleh nilai

Ty =38,67188  Tho =18,45703  Tso = 34,18579
Ti3=80,12696  Ths = 74.469003  Ts3 = 96,99554

Langkah 3: Gunakan kembali persamaan (7.16)-(7.17) untuk mencari
nilai titik di iterasi berikutnya, hingga diperoleh nilai:

Iterasi kedua

Ti1 =32,51953 T, =22,35718 T3, = 28,60108

T2 = 57,95288 T = 61,63333 T30 = 71,86833
Ti3="75,21973 T3 =287,95872  T33 = 67,68736

Langkah &: Tentukan nilai error relatif antara perhitungan di iterasi
pertama dan kedua menggunakan persamaan (7.16)

32,51953 — 28,12500

lera]| = ‘ ‘ x 100% = 13,5%

32,51953
22.35718 — 10, 54688
— ) ) 1 — 2
le2,1] ‘ 7535718 ‘ x 100% = 52%

Pada iterasi kedua didapatkan bahwa nilai error belum memenuhi kri-
teria toleransi error yaitu 1%.

Langkah 4: Lanjutkan iterasi menggunakan komputer hingga diperoleh
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nilai error maksimal dari 771 hingga T3 3 kurang dari batas toleransi
error. Pada permasalahan ini, di iterasi kesembilan diperoleh nilai er-
ror maksimal dari tiap titik adalah 0,71%. Dengan demikian, proses
iterasi dapat dihentikan. Berikut adalah ditribusi suhu lempengan lo-
gam di setiap titik pada iterasi kesembilan
Iterasi Kesembilan

Ty 1 = 43,00061 To1 = 33,29755 T31 = 33,8850

Ty = 63,21152 T2 = 56,11238 T3 = 52,3399

Ty 3 ="T78,58718 153 = 76,06402 T33 = 69,7105

Gambar 7.16 berikut merupakan gambar distribusi suhu pada lem-
pengan logam yang dipanaskan, sepanjang sumbu-zy pada kondisi ste-
ady

100°C

78.59 76.06 69.71

750¢ 63.21 56.11 52.34 50°C

43.00 33.30 33.89

0°¢

Gambar 7.16: Distribusi suhu pada lempengan yang dipanaskan

7.3 Rangkuman

1. Metode Forward Time Center Space (FTCS) sering disebut se-
bagai metode eksplisit. Metode beda maju (forward time) di-
terapkan pada u; dengan nilai error O(At) dan metode beda
tengah (center space) yang diterapkan pada u,, dengan akurasi
O(Az?). Sistem grid untuk persamaan panas dengan menggu-
nakan metode FTCS adalah

T =T+ A (Til+1 - 2T} + Tilfl)

At
dengan A\ = kw, 1=1,2,....m, 1=0,1,2, ...
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Metode Backward Time Center Space (BTCS) memiliki akurasi
O(At, Ax?). Sistem grid untuk persamaan panas dengan meng-
gunakan metode BTCS adalah

AT (A 20) T - ATH = T

i+1 7
At

dengan A= kw, 1= ].,2, ceey 1M, | = 0, 1,2,

Metode Crank-Nicolson merupakan skema implisit alternatif yang
memiliki keakuratan orde dua dalam ruang dan waktu. Dalam
hal ini, pendekatan beda dibangun dengan membuat sebuah titik
tengah dummy pada dimensi waktu. Dengan kata lain, center
time diterapkan untuk menghampiri u; di titik grid t+s pada
persamaan konduksi panas. Sistem grid untuk persamaan panas
dengan menggunakan metode Crank-Nicolson adalah

AT 214+ N T = ATH = AT +2(1 - N T + AT,

dengan

A=k i=1,2,...,m, 1=0,1,2,..

(Az)>’

Persamaan Laplace tidak bergantung waktu 73, + T}, = 0 pada
domain D menerapkan metode beda pusat atau beda tengah
(center space) untuk Ty, dan Ty, dengan akurasi O(Az?, Ay?).
Persamaan beda untuk persamaan Laplace adalah

Ty = 2T+ Ty | Togn =20 + Tajr _
(Az)? (Ay)?

Metode iterasi yang efektif dan sering digunakan untuk menyele-

saikan permasalahan pada PD Eliptik sering dikenal sebagai Me-

tode Liebmann. Berikut iterasi perhitungan Metode Liebmann

Tiv1j+Tic1j+ Tije1 +Tij—1
4

T;; =

untuk 7 = 1...n dan ¢ = 1...m dengan faktor pengali relaksasi
sebagai berikut

T = M+ (- )T
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7.4 Soal-soal Latihan

1. Diketahui MSAB tipe Parabolik berupa Persamaan Panas/Difusi
sebagai berikut

orT o0*T

—=k— 0 L, t>0
5 L <z <L, t>
T0,t) =ur, T(L,t)=

T(z,0) = Tp(x)

Formulasikan persamaan panas dengan menentukan nilai L, up,
up dan Ty berupa konstanta.

e Selesaikan secara analitik (menggunakan penyelesaian ste-
ady state dan transient)

e Seclesaikan secara numerik dengan metode BTCS, FTCS
dan Crank Nicolson menggunakan MATLAB (A < i)

2. Diketahui MSAB tipe Eliptik berupa Persamaan Laplace steady
sebagai berikut

82T 0T
022 8 Oy?
7(0,y) =Tr, T(a,y)=Tgr, 0<y<b
T(z,0) =Tp, T(x,b) =Ty, 0<z<a

=0, l<zr<a, O<y<bd

Formulasikan persamaan panas dengan menentukan nilai 77, T,
Tp dan Ty berupa konstanta.

e Selesaikan secara analitik

e Selesaikan secara numerik dengan metode langsung dan tu-
lis bagaimana proses matriks terbentuk (grid 9 titik interi-
or), gunakan MATLAB untuk menentukan suhu di setiap
titik interiornya

o Selesaikan secara numerik dengan metode iterasi (9 titik
interior) menggunakan faktor pengali relaksasi 1,5. Tulis-
kan prosesnya sampai 2 iterasi beserta errornya di tiap titik,
gunakan MATLAB untuk menentukan suhu di setiap titik
interiornya dengan nilai error 1%



7.5 Bahan Diskusi

Diskusikan dengan teman-temanmu dalam menyelesaikan MSAB Per-
samaan Panas Dimensi Satu sebagai berikut

oT_ 0T
ot ox?’
T(0,t) = -8, T(5,t) =4
T(x,0) =2x—38

O0<z<b, t>0

dengan menggunakan metode beda hingga FTCS, BTCS dan Crank-
Nicolson dan dengan mengambil Ax = 1 dan At = 0,3. Hitung nilai
pendekatan interior T untuk ¢ = 0,3s dan t = 0, 6s
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Glosarium

M

Masalah nilai awal masalah yang melibatkan satu atau lebih fungsi
yang tidak diketahui beserta turunan-turunannya dalam sebuah per-
samaan yang memenuhi syarat awal yang diberikan.

Masalah syarat batas persamaan diferensial yang dilengkapi de-
ngan kondisi yang melibatkan nilai-nilai penyelesaian dan/atau turu-
nannya di dua titik atau lebih.

Masalah nilai awal dan nilai batas masalah yang terdiri dari
suatu persamaan differensial yang dilengkapi dengan syarat awal dan
syarat batas.

O

Orde persamaan diferensial orde tertinggi turunan yang muncul
pada persamaan diferensial.

P

Persamaan diferensial persamaan yang memuat turunan (deriva-
tif) satu atau lebih peubah tak bebas (peubah terikat) terhadap satu
atau lebih peubah bebas suatu fungsi.

Persamaan diferensial biasa persamaan diferensial yang tergan-
tung hanya pada satu peubah bebas.

Persamaan diferensial parsial persamaan diferensial yang tergan-
tung pada dua atau lebih peubah bebas.

Penyelesaian umum persamaan diferensial penyelesaian per-
samaan diferensial yang mengandung konstanta/fungsi sebarang yang
banyaknya sama dengan orde (tingkat) dari persamaan diferensial ter-
sebut.

Penyelesaian khusus persamaan diferensial penyelesaian persa-
maan diferensial yang diperoleh dari penyelesaian umum persamaan
diferensial jika konstanta/fungsi sebarangnya dinyatakan secara khu-
sus.
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S
Sistem persamaan diferensial kumpulan dari beberapa persamaan
diferensial yang saling berkaitan dan konsisten.



Indeks

Backward Time Center Space, 138

Bentuk kanonik, 21
BTCS, 138

Center Space, 134, 139

Derajat persamaan diferensial, 3

Deret
cosinus Fourier, 82
Fourier, 80
sinus Fourier, 82

FTCS, 134
Fungsi eigen, 86

Koefisien Fourier, 80
Kurva karakteristik, 21

linier, 4

Masalah
syarat awal, 73
syarat batas, 73
Metode
beda hingga, 12, 132
BTCS, 138
Crank Nicolson, 142
FTCS, 134
integral langsung, 6
iterasi, 150
Liebmann, 150
pemisahan peubah, 9
pemisalan, 8

transformasi, 12
MSA, 73
MSB, 73

Nilai eigen, 86
nonlinier, 4

Orde persamaan diferensial, 3

Penyelesaian
khusus, 6
lengkap, 27
persamaan diferensial, 6
umum, 6

Persamaan
Burger, 3
dapat direduksi, 51
Diferensial Parsial, 2
eikonal, 3
eliptik, 5
hiperbolik, 5
homogen, 4
Hunter-Saxton, 3
Korteweg-deVries, 3
nonhomogen, 4
parabolik, 5
singular, 28
telegraf, 3
tidak dapat direduksi, 54
transpor, 3

SA, 72
SB, 73
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Syarat
awal, 72
batas, 73

Transformasi
Laplace, 110
Laplace invers, 118
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