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Kata Pengantar

Puji dan syukur kita panjatkan kepada Allah SWT atas limpah-
an nikmat, rahmat, dan hidayahNya sehingga kita dapat beraktivitas
sesuai dengan apa yang telah direncanakan. Shalawat beserta salam
semoga tetap tercurahkan kepada junjungan kita nabi Muhammad
SAW.

Penyusunan buku ajar Kalkulus Peubah Banyak ini dimulai de-
ngan mengenalkan ruang Rn dan topologi di dalamnya. Setelah itu
dikenalkan pengertian fungsi peubah banyak bernilai real. Fungsi pe-
ubah banyak yang dibahas secara khusus adalah fungsi dua peubah
dan tiga peubah bernilai real, mengingat domain dari kedua fungsi itu
masih bisa digambarkan dalam ruang dimensi dua dan tiga. Dalam
penjabaran Kalkulus Peubah Banyak, Anda akan diajak untuk me-
ngenali fungsi peubah banyak bernilai real, domain, range, dan grafik
fungsi. Kemudian dikenalkan limit fungsi peubah banyak dan kekon-
tinuan fungsi. Berikutnya dikenalkan turunan parsial fungsi peubah
banyak yang mana turunan parsial ini tidak dikenal pada fungsi satu
peubah. Menentukan titik-titik kritis fungsi peubah banyak dalam ka-
itannya untuk menentukan nilai maksimum dan minimum. Terdapat
integral tentu pada fungsi peubah banyak yang terdefinisi pada sua-
tu luasan atau pada benda pejal yang merupakan perluasan konsep
dari integral Riemann dari fungsi satu peubah yang terdefinisi pada
suatu selang. Pada buku Kalkulus Peubah Banyak ini, banyak dibe-
rikan contoh soal dan penyelesaiannya dari hal sederhana hingga yang
rumit. Dengan demikian, saya merekomendasikan buku ajar ini bisa
juga digunakan oleh mahasiswa di luar program studi matematika mi-
salkan dari program studi fisika, teknik pertanian, program-program
studi di fakultas teknik, ekonomi, dan lain-lain.

Secara umum, Anda akan menemukan bahwa penyajian materi da-
lam buku ajar ini mengikuti alur penyajian pada perkuliahan Kalku-
lus Peubah Banyak di kelas. Dengan demikian, bisa dikatakan bahwa
untuk memahami materi perkuliahan Kalkulus Peubah Banyak perlu
mempelajari buku ajar ini.

Selain pembahasan materinya yang disajikan secara terstruktur,
buku ajar ini juga dilengkapi dengan rangkuman materi, bahan dis-
kusi, dan soal-soal latihan yang dikolaborasikan dengan hasil-hasil pe-
nelitian yang dapat Anda gunakan untuk mengetahui sejauh mana
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Anda memahami materi yang telah dipelajari di tiap-tiap bab yang
diberikan.

Jember, September 2023
Dr. Mohammad Fatekurrohman, S.Si., M.Si.

Firdaus Ubaidillah ————————————— Universitas Jember



Prakata

Puji syukur kami panjatkan kepada Allah SWT yang telah me-
limpahkan rahmat dan hidayahNya sehingga penulisan buku ajar Kal-
kulus Peubah Banyak ini dapat diselesaikan dengan baik tanpa
kendala yang berarti. Tidak lupa, ucapan terima kasih disampaikan
kepada rekan-rekan dosen tim pengajar matakuliah Kalkulus Peubah
Banyak di Fakultas MIPA Universitas Jember yang telah ikut mem-
berikan kontribusi dalam penulisan buku ajar ini.

Kalkulus Peubah Banyak (MAM1309) merupakan matakuliah wa-
jib semester ketiga pada program studi S1 Matematika Fakultas Ma-
tematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Jember semenjak
diberlakukan Kurikulum 2017, terdiri dari 3 sks (3 sks kuliah tan-
pa praktikum). Matakuliah ini mempunyai prasyarat mahasiswa te-
lah menempuh matakuliah Kalkulus (MAU1101) dan Kalkulus Lanjut
(MAM1205).

Buku ajar Kalkulus Peubah Banyak ini ditulis untuk digunakan pa-
da perkuliahan Kalkulus Peubah Banyak di Jurusan Matematika Fa-
kultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Jember,
meskipun tidak menutup kemungkinan bisa dipakai pada perkuliahan
di program studi lain bahkan di luar fakultas MIPA. Penyusunan bu-
ku ajar ini dalam rangka untuk mengefektifkan proses pembelajaran.
Pada proses pembelajaran di kelas, biasanya dosen menjelaskan per-
kuliahan dengan mencatat atau melalui media presentasi atau bahkan
video. Mahasiswa umumnya menyalin catatan tersebut sambil me-
nyimak dan mengikuti penjelasan dosen. Proses pembelajaran lebih
banyak mendengarkan ceramah dari dosen.

Fungsi dari buku ajar ini, untuk dosen digunakan dalam men-
jelaskan materi kuliah, sedangkan untuk mahasiswa sebagai pengganti
catatan kuliah. Oleh karena itu waktu pembelajaran di kelas dapat
digunakan lebih efektif untuk caramah dan diskusi. Pada buku ajar
ini, diberikan banyak contoh soal yang dilengkapi dengan penyelesai-
annya. Harapannya soal-soal yang diberikan di tiap akhir bab dapat
diselesaikan oleh mahasiswa sebagai alat ukur keberhasilan memahami
materi, begitu juga bahan diskusi yang sudah diberikan di tiap bab.

Buku ajar ini dalam penyusunannya didasarkan pada beberapa bu-
ku teks mutakhir yang digunakan seperti dituliskan dalam Bibliografi
(Daftar Pustaka). Semoga buku ajar ini dapat berguna untuk mening-
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katkan kualitas pembelajaran matakuliah Kalkulus Peubah Banyak,
terlebih khusus di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Il-
mu Pengetahuan Alam Universitas Jember.

Jember, September 2023
Penulis

Firdaus Ubaidillah ————————————— Universitas Jember
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Tinjauan Matakuliah

Matakuliah Kalkulus Peubah Banyak (MAM1309) merupakan ma-
takuliah yang wajib ditempuh bagi setiap mahasiswa Program Stu-
di S1 Matematika pada Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahu-
an Alam Universitas Jember dengan beban 3 sks (3 sks tatap mu-
ka tanpa praktikum). Matakuliah Kalkulus Peubah Banyak mempu-
nyai prasyarat matakuliah yang harus telah ditempuh, yakni Kalkulus
(MAU1101) dan Kalkulus Lanjut (MAM1205).

Matakuliah Kalkulus Peubah Banyak dirancang terdiri atas 16 kali
tatap muka perkuliahan. Materi matakuliah Kalkulus Peubah Banyak
membahas ruang Rn dan topologinya, domain dan range fungsi peubah
banyak, sebagian kalkulus pada Rn, fungsi peubah banyak bernilai real
(khususnya fungsi dua atau tiga peubah), limit dan kekontinuan fungsi,
turunan parsial, turunan berarah, dan turunan total, bidang singgung
permukaan, hampiran linier, maksimum-minimum, integral lipat dua,
dan integral lipat tiga.

Capaian Pembelajaran Matakuliah (CPMK) Kalkulus Peubah Ba-
nyak ini adalah:

- CPMK-1: Mahasiswa mampu memahami konsep limit dan ke-
kontinuan fungsi peubah banyak.

- CPMK-2: Mahasiswa mampu memahami konsep fungsi peubah
banyak, khususnya yang berkaitan dengan diferensiasi dan inte-
grasi.

- CPMK-3: Mahasiswa mampu menerapkan masalah maksimum
dan minimum dalam masalah kehidupan sehari-hari.

- CPMK-4: Mahasiswa mampu menerapkan integral lipat dalam
menyelesaikan masalah-masalah dalam kehidupan sehari-hari.

xv
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Bab 1

Fungsi Peubah Banyak

——————————————————————————–

Tujuan yang akan dicapai setelah mahasiswa (atau pembaca)
mempelajari materi dalam bab ini diantaranya:

1. Mahasiswa mampu menentukan dan mensketsakan domain suatu
fungsi dua peubah dan tiga peubah

2. Mahasiswa mampu menentukan range fungsi dua peubah dan
tiga peubah

3. Mahasiswa mampu menentukan kurva ketinggian

4. Mahasiswa mampu mensketsa grafik fungsi dua peubah

1



2 Bab 1. Fungsi Peubah Banyak

Fungsi-fungsi yang telah dibahas dalam matakuliah Kalkulus dan
Kalkulus Lanjut adalah fungsi satu peubah yang bernilai real (R). Da-
erah definisi (domain) fungsi-fungsi ini berupa selang atau gabungan
beberapa selang yang berada di ruang dimensi satu. Daerah hasil (ra-
nge) dari fungsi tersebut juga berupa selang atau himpunan bagian di
R. Jika daerah definisi dan daerah hasilnya diplot dalam satu sistem
koordinat, akan membentuk kurva di ruang dimensi dua. Sebagai con-
toh, fungsi f(x) = x3 − 2x2 − 5x + 3 mengasosiasikan suatu peubah
x yang bernilai real dengan suatu nilai real x3 − 2x2 − 5x + 3 yang
grafiknya diberikan pada Gambar 1.1. Jadi, dapat dituliskan

f : x 7→ x3 − 2x2 − 5x+ 3.

Karena untuk sebarang x di R berlaku x3 − 2x2 − 5x + 3 juga di R,
maka dikatakan bahwa fungsi f mengasosiasikan suatu himpunan di
R ke suatu himpunan di R.

Gambar 1.1: Grafik fungsi satu peubah f(x) = x3 − 2x2 − 5x+ 3

Secara umum, fungsi di atas dituliskan

f : R→ R

Jika domainnya bukan keseluruhan bilangan real biasanya dituliskan

f : D → R

dengan D ⊆ R.

Firdaus Ubaidillah ————————————— Universitas Jember



Bab 1. Fungsi Peubah Banyak 3

Di dalam matakuliah Kalkulus Peubah Banyak, konsep fungsi sa-
tu peubah akan dikembangkan menjadi fungsi peubah banyak. Secara
teori, grafik fungsi yang dapat divisualisasikan hanyalah sampai de-
ngan fungsi dua peubah saja dan grafik yang terbentuk dari fungsi
ini berada di ruang dimensi tiga. Karena pertimbangan ini, maka ke-
banyakan contoh fungsi peubah banyak yang disajikan pada buku ini
adalah fungsi dua peubah. Untuk memahami secara umum fungsi pe-
ubah banyak, diperkenalkan terlebih dahulu pengertian ruang Rn dan
sifat-sifatnya.

1.1 Ruang Rn

Diberikan R menyatakan himpunan semua bilangan real. Elemen-
elemen R ini disebut skalar. Untuk n bilangan asli, Rn didefinisikan
sebagai himpunan semua x dari n bilangan real

x = (x1, x2, · · · , xn).

Elemen-elemen dari Rn disebut titik atau vektor. Untuk suatu vektor
x, entri-entri skalar xi untuk i = 1, 2, · · · , n disebut koordinat atau
komponen. Pada kasus R2, koordinat-koordinat x1 dan x2 biasanya
dinyatakan masing-masing dengan x dan y. Pada kasus R3, koordinat-
koordinat x1, x2, dan x3 biasanya dinyatakan masing-masing dengan
x, y, dan z. Dua titik x = (x1, x2, · · · , xn) dan y = (y1, y2, · · · , yn)
di Rn dikatakan sama, ditulis x = y, jika xi = yi untuk setiap i =
1, 2, · · · , n.
Ada dua operasi aljabar yang dikenal di Rn. Misal diberikan x =
(x1, x2, · · · , xn) dan y = (y1, y2, · · · , yn), dan misalkan c bilangan real.
Dua operasi aljabar di Rn adalah

i. Penjumlahan: x + y = (x1 + y1, x2 + y2, · · · , xn + yn), dan

ii. Perkalian skalar: cx = (cx1, cx2, · · · , cxn).

Sebagai contoh pada R2, jika x = (2,−1) dan y = (1, 3), maka 4x =
(4 · 2, 4 · −1) = (8,−4) dan x + y = (2 + 1,−1 + 3) = (3, 2). Hasil
penjumlahan dua vektor pada R2 diberikan pada Gambar 1.2.

Firdaus Ubaidillah ————————————— Universitas Jember



4 Bab 1. Fungsi Peubah Banyak

Gambar 1.2: Penjumlahan dua vektor pada R2

Norm dari vektor x = (x1, x2, · · · , xn), ditulis ||x||, adalah sebuah
bilangan real yang didefinisikan sebagai

||x|| =
√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n.

Sebagai contoh, jika x = (1, 3,−2) ∈ R3 maka ||x|| =
√

12 + 32 + (−2)2

=
√

14.

Himpunan yang terdiri n vektor {v1,v2, · · · ,vn} di Rn disebut
basis jika setiap x di Rn dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier
secara tunggal x = c1v1 + c2v2 + · · ·+ cnvn untuk suatu skalar-skalar
c1, c2, · · · , cn. Sebarang basis dapat digunakan untuk mendefinisikan
sistem koordinat di Rn, dan Rn bisa mempunyai beberapa basis yang
berbeda. Basis standar di R2 biasanya dituliskan {i, j} dengan i =
〈1, 0〉 dan j = 〈0, 1〉. Sedangkan basis standar di R3 biasanya dituliskan
{i, j,k} dengan i = 〈1, 0, 0〉, j = 〈0, 1, 0〉, dan k = 〈0, 0, 1〉.

Pada R2 dikenal istilah kwadran, yakni kwadran I, II, III, dan
IV. Kwadran I adalah daerah pada R2 yang memenuhi x ≥ 0 dan
y ≥ 0, kwadran II adalah daerah pada R2 yang memenuhi x ≤ 0 dan
y ≥ 0, kwadran III adalah daerah pada R2 yang memenuhi x ≤ 0
dan y ≤ 0, dan kwadran IV adalah daerah pada R2 yang memenuhi
x ≥ 0 dan y ≤ 0. Sedangkan pada R3 dikenal istilah oktan, yakni
oktan I,II,· · · , VIII. Oktan I adalah daerah pada R3 yang memenuhi
x ≥ 0, y ≥ 0, dan z ≥ 0. Oktan II adalah daerah pada R3 yang
memenuhi x ≤ 0, y ≥ 0, dan z ≥ 0. Oktan III adalah daerah pada R3

yang memenuhi x ≤ 0, y ≤ 0, dan z ≥ 0. Oktan IV adalah daerah pada
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R3 yang memenuhi x ≥ 0, y ≤ 0, dan z ≥ 0. Oktan V adalah daerah
pada R3 yang memenuhi x ≥ 0, y ≥ 0, dan z ≤ 0. Oktan VI adalah
daerah pada R3 yang memenuhi x ≤ 0, y ≥ 0, dan z ≤ 0. Oktan
VII adalah daerah pada R3 yang memenuhi x ≤ 0, y ≤ 0, dan z ≤ 0.
Oktan VIII adalah daerah pada R3 yang memenuhi x ≥ 0, y ≤ 0, dan
z ≤ 0.

Pada R2, persamaan x = 0 menyatakan sebuah garis yang biasa
disebut sumbu-y. Tetapi pada R3, persamaan x = 0 menyatakan
suatu bidang yang dikenal dengan bidang-yz. Persamaan y = 0 me-
nyatakan suatu bidang, yang dikenal dengan bidang-xz. Persamaan
z = 0 menyatakan suatu bidang, yang dikenal dengan bidang-xy.

Berikutnya diberikan pengertian bola buka dan beberapa penger-
tian titik di dalam Rn, yang diberikan dalam definisi-definisi berikut.

Definisi 1.1. Diberikan x0 = (x′1, x
′
2, · · · , x′n) ∈ Rn. Bola buka yang

berpusat di titik x0 dengan jari-jari r > 0, ditulis Br(x0), didefinisikan
sebagai

Br(x0) = {x ∈ Rn| ||x− x0|| < r}.

atau dengan penulisan lain

Br(x0) = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn|√
(x1 − x′1)2 + (x2 − x′2)2 + · · ·+ (xn − x′n)2 < r}.

Bola-bola buka di Rn diberikan pada Gambar 1.3. Bola buka di R bia-
sanya dinamakan selang buka dan bola buka di R2 biasanya disebut
cakram buka.

Gambar 1.3: Bola buka di (a) R, (b) R2, dan (c) R3
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Definisi 1.2. Diberikan A ⊆ Rn dan x ∈ Rn.

(i). Titik x disebut titik-limit himpunan A jika

(A\{x}) ∩Br(x) 6= ∅, untuk setiap r > 0.

Selanjutnya, himpunan semua titik-limit A dinotasikan dengan
A′.

(ii). Titik x disebut titik-dalam atau titik interior himpunan A
jika terdapat r > 0 sehingga

Br(x) ⊆ A.

Selanjutnya, himpunan semua titik-dalam A dinotasikan dengan
A0.

(iii). Titik x disebut titik-batas himpunan A jika untuk setiap r > 0
berlaku

Br(x) ∩ (A\{x}) 6= ∅ dan Br(x) ∩ (AC\{x}) 6= ∅.

Selanjutnya, himpunan semua titik-batas A dinotasikan dengan
∂A.

Sebagai contoh pada R2, misalkan diberikan A = {(x, y)|x2 + y2 <
1} ∪ {(2, 0)}, yakni himpunan semua titik di daerah lingkaran dengan
jari-jari 1 yang berpusat di titik asal digabung dengan sebuah titik
(2, 0) seperti diberikan pada Gambar 1.4.

Gambar 1.4: Himpunan A pada R2
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Titik (1, 0) merupakan titik-limit dan titik-batas A, tetapi (1, 0) buk-
an titik-dalam A. Titik (2, 0) bukan merupakan titik-limit A, bukan
titik-dalam A, dan juga bukan titik-batas A. Titik (0, 0) merupakan
titik-dalam dan titik-limit A, tetapi bukan titik-batas A. Dalam hal
ini, diperoleh

A′ = {(x, y)|x2 + y2 ≤ 1},

A0 = {(x, y)|x2 + y2 < 1},

dan

∂A = {(x, y)|x2 + y2 = 1}.

Definisi 1.3. Diberikan A ⊆ Rn.

(i). Himpunan A dikatakan buka jika setiap anggota A merupakan
titik-dalam himpunan A.

(ii). Himpunan A dikatakan tutup jika AC buka.

Himpunan {(x, y)|x2 +y2 < 1} merupakan contoh himpunan buka,
{(x, y)|x2 + y2 ≤ 1} merupakan contoh himpunan tutup, sedangkan
{(x, y)|x2 +y2 < 1}∪{(2, 0)} merupakan contoh himpunan tidak buka
sekaligus tidak tutup pada R2.

1.2 Fungsi Dua Peubah

Pengertian dan konsep tentang daerah definisi (domain) dan daerah
hasil (range) fungsi dua peubah sama persis dengan fungsi satu peu-
bah. Pada subbab ini dibahas fungsi dari himpunan bagian pada R2

ke R.

Definisi 1.4. Fungsi dua peubah bernilai real, atau cukup dika-
takan fungsi dua peubah dari f , adalah suatu aturan yang mengka-
itkan setiap pasangan terurut bilangan-bilangan real (x, y) di himpunan
D ⊆ R2 ke tepat satu bilangan real f(x, y). Secara umum fungsi dua
peubah f dapat dituliskan sebagai

f : D → R

dengan D ⊆ R2.
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Misalkan diberikan fungsi dua peubah f(x, y) = x3y, dikatakan
bahwa fungsi f memetakan atau mengasosiasikan suatu titik (x, y) di
ruang dimensi dua (yaitu pada R2 atau juga disebut bidang-xy) ke
suatu nilai f(x, y) di himpunan bilangan real. Dalam hal ini dapat
dituliskan

f : (x, y) 7→ x3y

Nilai fungsi dua peubah ini dapat ditentukan dengan memasukkan
nilai-nilai x dan y. Sebagai contoh pada fungsi f di atas, f(1, 2) =
132 = 2, f(2, 1) = 231 = 8, f(−2, 3) = (−2)33 = −24, dan sebagainya.

Seringkali fungsi dua peubah bebas f dituliskan sebagai z = f(x, y).
Peubah x dan y disebut peubah bebas dan z disebut peubah teri-
kat.

Secara umum dapat dikembangkan berbagai bentuk fungsi dengan
daerah definisi dan daerah hasil di ruang dimensi sebarang. Penulisan
simbol fungsi f yang bernilai real atau vektor dalam hal ini tidak
dibedakan.

Domain atau daerah definisi fungsi dua peubah f : D → R
adalah himpunan D yang merupakan himpunan semua titik di R2

sehingga fungsi f terdefinisikan, atau dapat dituliskan sebagai

D = {(x, y) ∈ R2
∣∣f(x, y) ada}.

Jika domain fungsi f tidak diberikan secara khusus, maka yang men-
jadi domain fungsi f adalah himpunan bagian di R2 seluas mungkin
sehingga fungsi f terdefinisi.

Contoh 1.5. Jika D ⊆ R2 menyatakan domain seluas mungkin fungsi

dua peubah f(x, y) =
√

x−1
y+1 , evaluasi nilai f(3, 0), tentukan D, dan

sketsakan D pada bidang R2.

Penyelesaian: f(3, 0) =
√

3−1
0+1 =

√
2.

Untuk mendapatkan D domain dari f seluas mungkin maka haruslah
x−1
y+1 ≥ 0, yang berarti

x− 1 ≥ 0 dan y + 1 > 0 atau x− 1 ≤ 0 dan y + 1 > 0.

Jadi diperoleh domain fungsi f adalah

D = {(x, y) ∈ R2
∣∣x ≥ 1, y > −1 atau x ≤ 1, y < −1}.

Sketsa daerah D diberikan pada Gambar 1.5.
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Gambar 1.5: Domain fungsi f(x, y) =
√

x−1
y+1

Range atau daerah hasil dari fungsi dua peubah f , dinotasikan
R, adalah himpunan semua bilangan real f(x, y) dengan (x, y) elemen-
elemen di D (domain fungsi f), atau dituliskan

R = {f(x, y) ∈ R
∣∣(x, y) ∈ D}

Contoh 1.6. Tentukan domain dan range fungsi g(x, y) = sin (x+ y2).

Penyelesaian: Pada fungsi satu peubah, fungsi y = sinx terdefinisi
untuk semua nilai x di R dan −1 ≤ sinx ≤ 1. Dengan demikian,
domain dari fungsi g(x, y) = sin (x+ y2) adalah R2 dan range g adalah
[−1, 1].

Pada Contoh 1.6, domain tidak diberikan secara khusus, sehingga
yang menjadi domain adalah seluas mungkin dan rangenya mengikuti
domainnya. Jika domain suatu fungsi diberikan secara khusus, ma-
ka rangenya juga akan mengikuti domainnya, seperti diberikan pada
contoh berikut.

Contoh 1.7. Diberikan D = {(x, y) ∈ R2
∣∣x2 + y2 ≤ 1} dan fungsi

f : D → R yang didefinisikan f(x, y) = 2 − x2 − y2 untuk setiap x di
D. Tentukan range fungsi f .

Penyelesaian: D merupakan cakram satuan (daerah lingkaran) yang
berpusat di titik asal, seperti diberikan pda Gambar 1.6.
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Gambar 1.6: Domain D berupa cakram satuan berpusat di (0, 0)

Karena 0 ≤ x2 +y2 ≤ 1, akibatnya diperoleh 1 ≤ 2−x2−y2 ≤ 2. Jadi
range fungsi f adalah [1, 2].

Definisi 1.8. Diberikan D ⊆ R2 dan fungsi dua peubah f : D → R.
Grafik fungsi f adalah himpunan semua titik (x, y, z) di R3 sedemi-
kian hingga z = f(x, y) untuk setiap (x, y) di D.

Dari Definisi 1.8, bila grafik fungsi dua peubah disketsakan pada R3

maka berupa permukaan, seperti diilustrasikan pada Gambar 1.7.

Gambar 1.7: Domain dan grafik fungsi dua peubah
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Sebagai contoh, grafik f(x, y) = x2 + y2 pada domain {(x, y)
∣∣ − 2 ≤

x ≤ 2,−2 ≤ y ≤ 2} diberikan pada Gambar 1.8, yang dinamakan pa-
raboloida.

Gambar 1.8: Grafik fungsi f(x, y) = x2 + y2 berupa paraboloida

Contoh 1.9. Sketsakan grafik fungsi f(x, y) = 12− 4x− 3y.

Penyelesaian: Grafik fungsi f mempunyai persamaan z = 12−4x−3y,
atau 4x+ 3y + z = 12, yang menyatakan sebuah bidang. Untuk men-
sketsa bidang tersebut, pertama menentukan titik-titik potong pada
sumbu-sumbu koordinat. Dengan mengambil y = z = 0 di persamaan
bidang tersebut, diperoleh x = 3. Dengan cara serupa, untuk x = z =
0, diperoleh y = 4, dan untuk x = y = 0, diperoleh z = 12. Jadi,
bidang tersebut melewati titik (3, 0, 0), (0, 4, 0), dan (0, 0, 12). Sketsa
grafik f pada oktan pertama diberikan pada Gambar 1.9.

Misal diberikan fungsi dua peubah f pada R dan grafiknya. Kemu-
dian diberikan tiga bilangan positif a, b, dan c dan didefinisikan fungsi
dua peubah g dengan

g(x, y) = f(x− a, y − b) + c, untuk setiap (x, y) ∈ R.

Grafik fungsi g dapat diperoleh dari grafik fungsi f yang digeser sejauh
a satuan searah sumbu-x positif lalu dilanjutkan digeser sejauh b satu-
an searah sumbu-y positif, dan terakhir digeser sejauh c satuan searah
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Gambar 1.9: Grafik fungsi f(x, y) = 12− 4x− 3y di oktan I

sumbu-z positif. Jika a, b, dan c negatif, maka menggesernya sejauh
a satuan ke arah sumbu-x negatif lalu dilanjutkan b satuan searah
sumbu-y negatif, dan terakhir digeser sejauh c satuan searah sumbu-z
negatif. Sebagai contoh, misalkan diberikan fungsi f(x, y) = x2 + y2

yang grafiknya merupakan paraboloida terbuka ke atas dengan titik
puncak bawah di titik asal (lihat Gambar 1.8). Jika diinginkan grafik
fungsi g yang didefinisikan g(x, y) = x2 + y2 − 4x− 2y + 8, maka gra-
fik fungsi g dapat diperoleh dari grafik fungsi f yang digeser sejauh
2 satuan searah sumbu-x positif lalu digeser sejauh 1 satuan searah
sumbu-y positif dan terakhir digeser sejauh 3 satuan searah sumbu-z
positif, karena g(x, y) = (x− 2)2 + (y − 1)2 + 3 = f(x− 2, y − 1) + 3.
Grafik kedua fungsi f dan g diberikan pada Gambar 1.10

Misal diberikan fungsi dua peubah f pada R dan grafiknya. Ke-
mudian diberikan bilangan a 6= 0 dan didefinisikan fungsi dua peubah
h dengan

h(x, y) = af(x, y), untuk setiap (x, y) ∈ R.

Grafik fungsi h dapat diperoleh dari grafik fungsi f dengan cara

i. Jika a > 1 maka grafik fungsi f diregangkan searah sumbu-z
dengan faktor peregangan a;

ii. Jika 0 < a < 1 maka grafik fungsi f dimampatkan searah sumbu-
z dengan faktor pemampatan a;
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Gambar 1.10: Grafik fungsi f(x, y) = x2 + y2 warna kuning dan
g(x, y) = x2 + y2 − 4x− 2y + 8 warna hijau

iii. Jika a < −1 maka grafik fungsi f dicerminkan terhadap bidang-
xy lalu diregangkan searah sumbu-z dengan faktor peregangan
sebesar |a|;

iv. Jika −1 < a < 0 maka grafik fungsi f dicerminkan terhadap
bidang-xy lalu dimampatkan searah sumbu-z dengan faktor pe-
mampatan sebesar |a|.

Contoh 1.10. Diberikan fungsi dua peubah f(x, y) = xy pada R. Di-
definisikan fungsi dua peubah g pada R dengan g(x, y) = 2xy + 4x −
2y − 1. Dapatkan grafik fungsi g yang diperoleh dari fungsi f dengan
cara mengkombinasikan menggeser dan meregangkan/memampatkan
grafik fungsi f .

Penyelesaian: Fungsi g dapat dituliskan sebagai

g(x, y) = 2xy + 4x− 2y − 1

= 2(x− 1)(y + 2) + 3

= 2f(x− 1, y + 2) + 3.

Dengan demikian, grafik fungsi g dapat diperoleh dari grafik fungsi f
dengan cara digeser 1 satuan searah sumbu-x positif lalu digeser seja-
uh 2 satuan searah sumbu-y negatif, kemudian hasilnya diregangkan
searah sumbu-z dengan faktor peregangan 2, dan hasil terakhir digeser
3 satuan searah sumbu-z positif.
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1.3 Fungsi Tiga Peubah atau Lebih

Pada subbab ini akan dibahas pengertian fungsi tiga peubah bernilai
real, domain, dan range fungsi.

Definisi 1.11. Fungsi tiga peubah bernilai real, atau cukup di-
katakan fungsi tiga peubah dari f , adalah suatu aturan yang meng-
kaitkan setiap pasangan terurut bilangan-bilangan real (x, y, z) di him-
punan D ⊆ R3 ke tepat satu bilangan real f(x, y, z). Secara umum
fungsi tiga peubah f dapat dituliskan sebagai

f : D → R

dengan D ⊆ R3.

Domain fungsi tiga peubah f : D → R adalah himpunan D yang
merupakan himpunan semua titik di R3 sehingga fungsi f terdefinisi-
kan, atau dapat dituliskan sebagai

D = {(x, y, z) ∈ R3
∣∣f(x, y, z) ada}.

Jika domain fungsi f tidak diberikan secara khusus, maka yang men-
jadi domain fungsi f adalah himpunan bagian di R3 sebesar mungkin
sehingga fungsi f terdefinisi.

Contoh 1.12. Tentukan domain dari fungsi f jika

f(x, y, z) = z cosxy + ln (x+ z)

Penyelesaian: Fungsi f terdefinisi jika x+z > 0, sehingga domain dari
f adalah

D = {(x, y, z) ∈ R3
∣∣z > −x},

yang merupakan semua titik di R3 yang berada di atas bidang z = −x.
Range dari fungsi tiga peubah f adalah himpunan semua bilangan

real f(x, y, z) dengan (x, y, z) elemen-elemen di D domain fungsi f ,
atau dituliskan

R = {f(x, y, z) ∈ R
∣∣(x, y, z) ∈ D}

Contoh 1.13. Tentukan range fungsi tiga peubah

f(x, y, z) =
√

9− x2 − y2 − z2.
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Penyelesaian: Fungsi f terdefinisi jika 9 − x2 − y2 − z2 ≥ 0. Dengan
demikian, diperoleh

0 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 9 ⇔ −9 ≤ −(x2 + y2 + z2) ≤ 0

⇔ 0 ≤ 9− (x2 + y2 + z2) ≤ 9

⇔ 0 ≤
√

9− (x2 + y2 + z2) = f(x, y, z) ≤ 3

Oleh karena itu, diperoleh range dari f adalah selang [0, 3].
Grafik fungsi tiga peubah tidak bisa disketsakan pada R3.

1.4 Kurva dan Permukaan Ketinggian

Definisi 1.14. Kurva ketinggian adalah proyeksi kurva permuka-
an pada bidang-xy yang dibentuk dari perpotongan bidang mendatar
z = c (konstanta) dengan permukaan f(x, y). Kumpulan dari kurva
ketinggian disebut peta kontur.

Penjelasan kurva ketinggian diberikan sebagai berikut. Misal di-
berikan permukaan z = f(x, y). Iriskan permukaan tersebut dengan
bidang z = c. Hasil irisan tersebut berupa kurva di ruang. Proyek-
sikan kurva tersebut pada bidang-xy. Hasil proyeksi ini merupakan
kurva ketinggian dari permukaan z = f(x, y) dengan ketinggian c.
Jadi kurva ketiggian dari suatu fungsi dua peubah z = f(x, y) ada-
lah kumpulan titik-titik pada bidang-xy yang mempunyai nilai fungsi
yang sama, seperti diberikan pada Gambar 1.11.

Gambar 1.11: Kurva ketinggian
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Sedangkan untuk peta kontur merupakan kumpulan dari bebera-
pa kurva ketinggian. Untuk lebih jelasnya kedua pengertian terse-
but (kurva ketinggian dan peta kontur) dijelaskan pada Gambar 1.12.
Kurva-kurva yang berwarna biru merupakan kurva-kurva ketinggian,
sedangkan kumpulan kurva yang berwarna merah merupakah peta
kontur.

Gambar 1.12: Kurva ketinggian dan peta kontur

Contoh 1.15. Diberikan fungsi f(x, y) = x2−y2. Sketsakan beberapa
kurva ketinggian f(x, y) = c untuk c = −3,−2,−1, 0, 1, 2, 3.

Penyelesaian: Pertama pandang kasus c = 0. Persamaan kurva ke-
tinggiannya adalah x2 − y2 = 0. Persamaan ini memenuhi y = x atau
y = −x, yang merupakan garis lurus. Dengan demikian kurva keting-
gian permukaan f ketika c = 0 berupa garis lurus y = x dan garis
y = −x. Selanjutnya, untuk kasus c = 1, persamaan kurva keting-
giannya adalah x2 − y2 = 1. Persamaan ini memenuhi y =

√
x2 − 1

atau y = −
√
x2 − 1, yang merupakan kurva hiperbola dengan domain

|x| ≥ 1 dan rangenya R. Begitu pula untuk kasus c = 2 dan c = 3 ke-
duanya berbentuk hiperbola dengan domain masing-masing |x| ≥

√
2

dan |x| ≥
√

3. Untuk kasus c = −1, persamaan kurva ketinggian-
nya adalah x2 − y2 = −1. Persamaan ini memenuhi y =

√
x2 + 1

atau y = −
√
x2 + 1, yang merupakan kurva hiperbola dengan do-

main R dan rangenya [1,∞). Begitu pula untuk kasus c = −2 dan
c = −3 keduanya berbentuk hiperbola dengan domain R dan rangenya
masing-masing [

√
2,∞) dan [

√
3,∞). Sketsa kurva-kurva ketinggian

selengkapnya diberikan pada Gambar 1.13.
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Gambar 1.13: Kurva-kurva ketinggian fungsi f(x, y) = x2 − y2 untuk
c = 0, c = ±1, c = ±2, dan c = ±3.

Pada fungsi tiga peubah, kurva ketinggian ini dinamakan permu-
kaan ketinggian. Sebagai contoh, fungsi tiga peubah f(x, y, z) =
x2 + y2 + 4z dengan c = 4, 8, dan 16 diberikan pada Gambar 1.14.

Gambar 1.14: Permukaan-permukaan ketinggian fungsi f(x, y, z) =
x2 + y2 + 4z = c untuk c = 4, c = 8, c = 16.
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Contoh 1.16. Misalkan temperatur di suatu titik (x, y, z) dinyata-
kan oleh T (x, y, z) = e−(x2+y2+z2). Tentukan permukaan-permukaan
ketinggian dari T .

Penyelesaian: Fungsi T mempunyai nilai maksimum 1 di titik asal,
dan T (x, y, z) > 0 untuk setiap (x, y, z) di R3 selain di titik asal. Jika
0 < c ≤ 1, himpunan titik-titik yang memenuhi T (x, y, z) = c adalah
titik-titik yang memenuhi x2 +y2 + z2 = − ln c, yakni permukaan bola
yang berpusat di titik asal. Jadi permukaan-permukaan ketinggian T
adalah bola-bola yang berpusat di titik asal.

1.5 Permukaan

Pada fungsi satu peubah y = f(x), persamaan x = a, y = b, atau y =
ax + b dengan a dan b konstanta-konstanta, menyatakan persamaan-
persamaan garis. Tetapi pada fungsi dua peubah, persamaan-persamaan
tersebut menyatakan persamaan-persamaan bidang. Secara umum,
persamaan bidang adalah

ax+ by + cz = d,

dengan a, b, c, dan d adalah konstanta-konstanta.
Untuk menentukan persamaan bidang pada fungsi dua peubah,

misalkan diberikan p0 = 〈x0, y0, z0〉 menyatakan vektor posisi sebuah
titik di bidang, dan diberikan p = 〈x, y, z〉 menyatakan vektor posisi
sebarang titik di bidang, dan diberikan n menyatakan vektor normal
bidang. Karena vektor normal tegak lurus dengan bidang, mka dipe-
roleh persamaan

n · (p− p0) = 0,

yang secara geometris diilustrasikan seperti pada Gambar 1.15.

Contoh 1.17. Tentukan persamaan bidang yang memiliki vektor nor-
mal 〈1, 3, 2〉 dan memuat titik (1,−2, 4).

Penyelesaian: Persamaan bidang adalah

n · [〈x, y, z〉 − 〈1,−2, 4〉] = 〈1, 3, 2〉 · 〈x− 1, y + 2, z − 4〉 = 0

atau dapat dituliskan
x+ 3y + 2z = 3.
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Gambar 1.15: Membentuk persamaan bidang

Contoh 1.18. Tentukan vektor normal bidang

x+ 3y − 4z = 8.

Penyelesaian: Vektor normal bidang adalah

n = i + 3j− 4k.

atau dapat dituliskan
n = 〈1, 3,−4〉.

Contoh 1.19. Tentukan persamaan bidang yang melewati tiga titik
(1, 2, 1), (3,−1, 2), dan (4, 2, 1).

Penyelesaian: Vektor normal bidang adalah

[〈3,−1, 2〉−〈1, 2, 1〉]×[〈4, 2, 1〉−〈1, 2, 1〉] = 〈2,−3, 1〉×〈3, 0, 0〉 = 〈0, 3, 9〉.

Oleh karena itu, diperoleh persamaan bidang

0(x− 1) + 3(y − 2) + 9(z − 1) = 0,

atau dapat dituliskan
y + 3z = 5.
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Selanjutnya, perhatikan bahwa x2 + y2 + z2 = 9 menyatakan bo-
la dengan jari-jari 3 dan berpusat di titik asal yang grafiknya dibe-
rikan pada Gambar 1.16. Bentuk ini tidak dapat disajikan dalam
bentuk fungsi f(x, y) karena untuk setiap (x, y) di R yang memenuhi
x2 + y2 < 9 terdapat dua titik yang bersesuaian pada bola. Seper-
ti pada persamaan lingkaran, ini dapat dipisah menjadi dua fungsi,
yakni misalkan f1(x, y) =

√
9− x2 − y2 yang merupakan separuh bo-

la bagian atas (di atas bidang z = 0) dan f2(x, y) = −
√

9− x2 − y2

merupakan separuh bola bagian bawah (di bawah bidang z = 0).

Gambar 1.16: Bola berjari-jari 3 dan berpusat di titik asal

Sebagai contoh yang lain, persamaan permukaan hiperboloida dua
lembar adalah

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
+ 1 = 0,

dengan a, b, dan c konstanta-konstanta yang grafiknya diberikan pada
Gambar 1.17.

Fungsi peubah banyak bisa ditulis dalam bentuk eksplisit atau im-
plisit. Untuk fungsi dua peubah yang dinyatakan dalam bentuk ekspli-
sit, maka secara umum ditulis dalam bentuk z = f(x, y). Sebaliknya,
jika fungsi dua peubah dituliskan dalam bentuk implisit, secara umum
ditulis dalam bentuk f(x, y, z) = 0. Setiap fungsi eksplisit bisa dengan
mudah ditulis dalam bentuk implisit, tetapi tidak setiap fungsi impli-
sit bisa dinyatakan dalam bentuk eksplisit. Sebagai contoh, bentuk
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Gambar 1.17: Hiperboloida dua lembar

x3 + y3 + z3 + 3xyz = 1 merupakan bentuk implisit yang sulit dinya-
takan dalam bentuk eksplisit.

Selain bola dan hiperboloida yang telah dikenalkan di atas, nama-
nama permukaan familiar lain yang sering muncul diberikan pada Ta-
bel 1.1.
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Tabel 1.1: Beberapa persamaan permukaan dan sketsanya

No. Bentuk persamaan Nama permukaan Sketsa permukaan

1. x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1 Elipsoida

2. (c−
√
x2 + y2)2 Torus

+z2 = a2

3. z = a
√
x2 + y2 Kerucut

4. z = x2 + ay Silinder parabolik

5. z = x2

a2
− y2

b2
Paraboloida
hiperbolik

Keterangan: a, b, dan c konstanta-konstanta
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1.6 Fungsi Simetri

Fungsi simetri dari fungsi peubah banyak merupakan generalisasi fung-
si ganjil dan fungsi genap. Untuk itu, sebelum membahas fungsi si-
metri terlebih dahulu dikenalkan fungsi ganjil dan fungsi genap pada
peubah banyak.

Definisi 1.20. Fungsi f : Rn → R disebut fungsi ganjil jika untuk
setiap x ∈ Rn berlaku f(−x) = −f(x).

Sebagai contoh, fungsi f : R2 → R yang didefinisikan f(x) = f(x, y) =
2x2y − 2xy2 merupakan fungsi ganjil pada R2, sebab

f(−x) = f(−x,−y)

= 2(−x)2(−y)− 2(−x)(−y)2

= −2x2y + 2xy2

= −f(x, y)

= −f(x)

Grafik fungsi ganjil pada Rn simetri terhadap titik asal. Sebagai con-
toh grafik fungsi ganjil f(x, y) = 2x2y − 2xy2 diberikan pada Gambar
1.18.

Gambar 1.18: Grafik fungsi ganjil f(x, y) = 2x2y − 2xy2
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Definisi 1.21. Fungsi f : Rn → R disebut fungsi genap jika untuk
setiap x ∈ Rn berlaku f(−x) = f(x).

Sebagai contoh, fungsi f : R2 → R yang didefinisikan f(x) = f(x, y) =
x2 − y2 + 1 merupakan fungsi genap pada R2, sebab

f(−x) = f(−x,−y)

= (−x)2 − (−y)2 + 1

= x2 − y2 + 1

= f(x, y)

= f(x)

Grafik fungsi genap pada R2 simetri terhadap sumbu-z. Sebagai con-
toh grafik fungsi ganjil f(x, y) = x2 − y2 + 1 diberikan pada Gambar
1.19.

Gambar 1.19: Grafik fungsi genap f(x, y) = x2 − y2 + 1

Banyak fungsi yang bukan fungsi ganjil tetapi grafik fungsi tersebut
simetri terhadap titik tertentu, misalkan simetri terhadap titik x = a.
Fungsi yang demikian dinamakan fungsi simetri terhadap titik x = a,
yang pengertiannya diberikan pada definisi berikut.
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Definisi 1.22. Diberikan a ∈ Rn dan diberikan fungsi f : Rn → R.
Fungsi f dikatakan simetri terhadap titik a di Rn jika terdapat
fungsi h pada Rn yang didefinisikan

h(x) = f(x + a), untuk setiap x ∈ Rn

sedemikian hingga h fungsi ganjil pada Rn.

Sebagai contoh pada R2, fungsi f yang didefinisikan f(x, y) = (x− 2)
(y − 2)2 + y − 2 merupakan fungsi simetri terhadap titik a = (1, 2)
sebab fungsi h(x, y) = f(x + 1, y + 2) = xy2 + y merupakan fungsi
ganjil.

1.7 Rangkuman

1. Diberikan x0 ∈ Rn. Bola buka yang berpusat di titik x0 dengan
jari-jari r, ditulis Br(x0), didefinisikan sebagai

Br(x0) = {x ∈ Rn| ||x− x0|| < r}.

2. Diberikan A ⊆ Rn dan x ∈ Rn.

(i). Titik x disebut titik-limit himpunan A jika

(A\{x}) ∩Br(x) 6= ∅, untuk setiap r > 0.

Himpunan semua titik-limit A dinotasikan dengan A′.

(ii). Titik x disebut titik-dalam himpunan A jika terdapat r >
0 sehingga

Br(x) ⊆ A.

Himpunan semua titik-dalam A dinotasikan dengan A0.

(iii). Titik x disebut titik-batas himpunan A jika untuk setiap
r > 0 berlaku

Br(x) ∩ (A\{x}) 6= ∅ dan Br(x) ∩ (AC\{x}) 6= ∅.

Himpunan semua titik-batas A dinotasikan dengan ∂A.

3. Diberikan A ⊆ Rn.

(i). Himpunan A dikatakan buka jika setiap anggota A meru-
pakan titik-dalam himpunan A.
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(ii). Himpunan A dikatakan tutup jika AC buka.

4. Fungsi dua peubah bernilai real, atau cukup dikatakan fung-
si dua peubah dari f , adalah suatu aturan yang mengkaitkan
setiap pasangan terurut bilangan-bilangan real (x, y) di himpun-
an D ⊆ R2 ke tepat satu bilangan real f(x, y). Secara umum
fungsi dua peubah f dapat dituliskan sebagai

f : D → R

dengan D ⊆ R2.

(i). Domain atau daerah definisi fungsi dua peubah f : D →
R adalah himpunan D yang merupakan himpunan semua
titik di R2 sehingga fungsi f terdefinisikan, atau dapat di-
tuliskan sebagai

D = {(x, y) ∈ R2
∣∣f(x, y) ada}.

(ii). Range atau daerah hasil dari fungsi dua peubah f , di-
notasikan R, adalah himpunan semua bilangan real f(x, y)
dengan (x, y) elemen-elemen di D domain fungsi f , atau
dituliskan

R = {f(x, y) ∈ R
∣∣(x, y) ∈ D}

5. Fungsi tiga peubah bernilai real, atau cukup dikatakan fung-
si tiga peubah dari f , adalah suatu aturan yang mengkaitkan
setiap pasangan terurut bilangan-bilangan real (x, y, z) di him-
punan D ⊆ R3 ke tepat satu bilangan real f(x, y, z). Secara
umum fungsi tiga peubah f dapat dituliskan sebagai

f : D → R

dengan D ⊆ R3.

6. Kurva ketinggian adalah proyeksi kurva permukaan pada bidang-
xy yang dibentuk dari perpotongan bidang mendatar z = c
(konstanta) dengan permukaan f(x, y). Kumpulan dari kurva
ketinggian disebut peta kontur.

7. Diberikan fungsi peubah banyak bernilai real f : Rn → R

(i). Fungsi f disebut fungsi ganjil jika untuk setiap x ∈ Rn
berlaku f(−x) = −f(x).
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(ii). Fungsi f disebut fungsi genap jika untuk setiap x ∈ Rn
berlaku f(−x) = f(x).

8. Diberikan a ∈ Rn dan diberikan fungsi f : Rn → R. Fungsi f
dikatakan simetri terhadap titik a di Rn jika terdapat fungsi
h pada Rn yang didefinisikan

h(x) = f(x + a), untuk setiap x ∈ Rn

sedemikian hingga h fungsi ganjil pada Rn.

1.8 Latihan Soal

1. Diberikan himpunan A = {(x, y) ∈ R2|x > y}. Berikan contoh
dua titik di R2 yang merupakan

a. titik-dalam

b. titik-limit

c. titik-batas

himpunan A.

2. Pada soal nomor 1, tentukan himpunan A′, A0, dan ∂A.

3. Adakah himpunan bagian dari R2 yang merupakan himpunan
buka sekaligus himpunan tutup? Jika ada, berikan contohnya.

4. Diberikan fungsi dua peubah f(x, y) = 2xy2−x2y. Evaluasi nilai
f(1, 2) dan f(2, 1).

5. Tentukan domain seluas mungkin dari fungsi-fungsi berikut:

a. f(x, y) = ln (x2 − 2y) b. f(x, y) =
√

x
y

c. f(x, y) = arctan (y/x) d. f(x, y) = sin (x2 − y)

6. Tentukan daerah asal (domain) dari fungsi g berikut dan sketsa-
kan daerah yang dimaksud pada R2:

g(x, y) =
sin
√
x+ y + cos

√
y − x

x2 − y2

7. Tentukan domain dan range fungsi h(x, y) =
√

4− x2 − y2
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8. Sketsakan domain fungsi h(x, y, z) = ln (8− 2x2 − 2y2 − z2).

9. Sketsakan grafik fungsi

f(x, y) = 25− x2 − y2.

10. Sketsakan grafik fungsi g(x, y) = 12 + 2x− 4y − x2 − y2 dengan
cara menggeser grafik fungsi f pada soal nomor 9.

11. Grafik persamaan x2 + y2 + z2 = r2, dengan r > 0, menyatakan
permukaan bola yang berpusat di titik (0, 0, 0) dan berjari-jari r.
Dari permukaan bola tersebut, grafik persamaan x2 + y2 + z2 −
2x + 2y − 4z + 2 = 0 dapat ditentukan merupakan permukaan
bola yang berpusat di titik apa dan jari-jari berapa?

12. Diberikan fungsi f(x, y) = (x − y)2. Tentukan persamaan dan
bentuk penampang masing-masing ketika x = 0, y = 0, x = y,
dan sketsakan kurva ketinggiannya. Gunakan komputer atau
sejenisnya untuk mensketsa grafik permukaan tiga dimensi fungsi
f .

13. Sketsakan kurva ketinggian fungsi f(x, y) = x2 + y2

4 untuk c =
0, 1, 2.

14. Sketsakan peta kontur z = 2xy.

15. Sketsakan peta kontur persamaan f(x, y) = x2 +y2 +2x−4y+5.

16. Diberikan fungsi tiga peubah g(x, y, z) =
√

8− x− y − z. Ten-
tukan domain fungsi g.

17. Sketsakan peta kontur dari F (x, y, z) = z − x2 − y2.

18. Dari fungsi-fungsi dua peubah berikut, periksa apakah merupa-
kan fungsi ganjil, fungsi genap, atau bukan kedua-duanya.
a. f(x, y) = sin (x2 − y2) b. f(x, y) = x2y − x3y2 + x
c. f(x, y) = arctan (y/x) d. f(x, y) = sin (x2 − y)

19. Tunjukkan bahwa grafik fungsi g(x, y) = 2xy − xy3 + 3x3y − 1
simetri terhadaap sumbu-z.
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1.9 Bahan Diskusi

Diskusikan dengan teman-temanmu di kelas!

1. Nyatakan daerah yang diarsir pada gambar berikut sebagai him-
punan bagian di R2.

2. Tentukan domain fungsi g(x, y) = sin
√

y−x
y+x .

3. Tentukan persamaan bidang yang melalui tiga titik (1, 2, 3), (2, 3, 1),
dan (2,−1, 0).

4. Berikut diberikan gambar dua koleksi kurva ketinggian. Yang
manakah merupakan kerucut dan yang mana merupakan para-
boloida. Jelakan!

5. Mungkinkah dua kontur dengan c berbeda berpotongan?
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6. Mungkinkah dua buah kontur yang tidak berpotongan mempu-
nyai nilai c yang sama?

7. Periksa perbedaan grafik persamaan z =
√

4− x2 − y2 dengan
z2 = 4− x2 − y2.

8. Misal diberikan grafik fungsi dua peubah f dan diberikan fungsi
dua peubah g yang diberikan g(x, y) = −2f(x − 2, y + 1) + 3.
Coba jelaskan bagaimana grafik fungsi g diperoleh dari grafik
fungsi f .
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Limit dan Kekontinuan

——————————————————————————–

Tujuan yang akan dicapai setelah mahasiswa (atau pembaca)
mempelajari materi dalam bab ini diantaranya:

1. Mahasiswa mampu memeriksa suatu fungsi dua peubah atau le-
bih memiliki limit atau tidak di suatu titik

2. Mahasiswa mampu menghitung limit fungsi dua peubah atau
lebih

3. Mahasiswa mampu memeriksa kekontinuan fungsi dua peubah
atau lebih di suatu titik

4. Mahasiswa mampu memeriksa kekontinuan fungsi dua peubah
atau lebih pada suatu himpunan

31
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Sebelum membahas limit fungsi, terlebih dahulu kembali ke pe-
ngertian titik-limit suatu himpunan yang sudah diberikan pada Bab
1 secara umum. Di sini dibahas lebih khusus pengertian titik-limit di
R2 atau di R3. Elemen (x0, y0) di R2 dikatakan titik-limit himpunan
A ⊆ R2 jika untuk setiap δ > 0 terdapat titik (x, y) di A sedemikian
hingga

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ. Sebagai contoh, (0, 0) dan (1, 0)

merupakan titik-limit dari A = {(x, y)
∣∣0 ≤ x2 + y2 < 1}. Titik-limit

suatu himpunan tidak perlu merupakan elemen himpunan tersebut.

Pada R, barisan (xn) dapat mendekati titik a dalam dua cara, yak-
ni dari arah kiri atau kanan. Tetapi pada Rn dengan n ≥ 2, barisan
(xn) dapat mendekati titik a dengan tak berhingga banyak cara. Se-
bagai contoh pada R2, untuk mendekati titik (0, 0) dapat dilakukan
sepanjang sumbu-x, sumbu-y, garis y = mx, kurva y = x2, dan lain
sebagainya. Untuk itu, dalam memahami limit fungsi n peubah di su-
atu titik a di Rn, tidak cukup dengan mengambil pendekatan x → a
dalam beberapa cara dan limit fungsinya sama lalu disimpulkan ia
punya limit.

2.1 Limit Fungsi

Untuk mengawali subbab ini dikenalkan pengertian limit fungsi dua
peubah di suatu titik.

Definisi 2.1. Diberikan A ⊆ R2, (x0, y0) titik-limit A, dan diberikan
fungsi f : A→ R. Bilangan L dikatakan limit fungsi f di (x0, y0) jika
untuk setiap ε > 0 terdapat δ > 0 sedemikian hingga jika (x, y) ∈ A
dan

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ maka berlaku

|f(x, y)− L| < ε.

Jika demikian, dikatakan f mempunyai limit L di (x0, y0) dan ditulis

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L.

Sebagai ilustrasi limit fungsi dua peubah diberikan pada Gambar 2.1.

Pada Definisi 2.1, untuk membicarakan limit fungsi f di titik (x0, y0)
tidak diperhatikan apakah nilai f di (x0, y0) terdefinisi atau tidak, atau
dengan kata lain titik (x0, y0) tidak perlu menjadi elemen domain f .
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Gambar 2.1: Ilustrasi limit fungsi f di titik (x0, y0)

Contoh 2.2. Buktikan

lim
(x,y)→(0,0)

x3 − y3

x2 + y2
= 0.

Penyelesaian: Pada contoh ini, fungsi f(x, y) = x3−y3
x2+y2

terdefinisi pada

R kecuali di titik (0, 0). Cukup jelas bahwa titik (0, 0) merupakan titik-
limit domain fungsi f . Berdasarkan Definisi 2.1, untuk setiap ε > 0
yang diberikan, akan dicari δ > 0 sehingga jika

√
(x− 0)2 − (y − 0)2 =√

x2 + y2 < δ maka berlaku
∣∣∣x3−y3x2+y2

∣∣∣ < ε.

Karena |x3 − y3| ≤ |x|x2 + |y|y2 dan |x| ≤
√
x2 + y2, |y| ≤

√
x2 + y2,

maka untuk setiap (x, y) 6= (0, 0) diperoleh∣∣∣x3 − y3

x2 + y2

∣∣∣ =

∣∣x3 − y3
∣∣∣∣x2 + y2
∣∣ ≤ |x|x2 + |y|y2

x2 + y2

≤
√
x2 + y2(x2 + y2)

x2 + y2
=
√
x2 + y2.

Selanjutnya, pilih δ < ε.
Dengan demikian∣∣∣x3 − y3

x2 + y2
− 0
∣∣∣ =

∣∣∣x3 − y3

x2 + y2

∣∣∣ ≤√x2 + y2 < δ < ε.

Nilai L pada Definisi 2.1 tidak bergantung dari arah mana (x, y)
mendekati (x0, y0). Oleh karena itu, untuk memeriksa sutu fungsi
tidak memiliki limit di titik (x0, y0), cukup dengan mengambil dua
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kurva yang melewati titik (x0, y0) dan ditunjukkan bahwa nilai limit-
nya berbeda jika didekati dari dua kurva tersebut. Berikut teorema
yang berkenaan dengan hal tersebut.

Teorema 2.3. Diberikan dua kurva C1 dan C2 pada R2 keduanya
melalui titik (x0, y0). Jika lim(x,y)→(x0,y0) = L1 sepanjang kurva C1

dan lim(x,y)→(x0,y0) = L2 sepanjang kurva C2 dengan L1 6= L2, maka
f tidak mempunyai limit di titik (x0, y0).

Contoh 2.4. Tunjukkan bahwa fungsi

f(x, y) =
x2 − y2

x2 + y2

tidak mempunyai limit di titik (0, 0).

Penyelesaian: Ambil dua kurva C1 dan C2 yang melalui titik (0, 0)
dengan C1 : y = 0 dan C2 : x = 0. Oleh karena itu, jika (x, y) menuju
(0, 0) melalui C1, maka

lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)

x2 − 02

x2 + 02

= lim
(x,y)→(0,0)

x2

x2

= lim
(x,y)→(0,0)

1 = 1.

Sedangkan, jika (x, y) menuju (0, 0) melalui C2, maka

lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)

02 − y2

02 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

−y
2

y2

= lim
(x,y)→(0,0)

−1 = −1.

Karena kedua nilai limit di atas tidak sama, disimpulkan f(x, y) =
x2−y2
x2+y2

tidak mempunyai limit di (0, 0). Grafik fungsi f pada domain

{(x, y) ∈ R2| − 1 ≤ x ≤ 1,−1 ≤ y ≤ 1} diberikan pada Gambar 2.2.

Adakalanya untuk memeriksa suatu fungsi memiliki atau tidak me-
miliki limit di suatu titik, tidak cukup dengan mengambil beberapa
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Gambar 2.2: Grafik fungsi (x, y) = x2−y2
x2+y2

kurva yang melewati titik limit dan ternyata memiliki nilai limit fung-
si yang sama sepanjang kurva menuju titik limitnya lalu disimpulkan
mempunyai limit. Ini tidak menjamin fungsi tersebut mempunyai li-
mit, seperti diberikan contoh berikut.

Contoh 2.5. Periksa, apakah fungsi

f(x, y) =

{
(2x−y)2

x−y , x 6= y

0 , x = y

mempunyai limit di titik (0, 0) ?

Penyelesaian: Misalkan diambil beberapa kurva yang melewati titik
(0, 0), diantaranya C1 : y = 0, C2 : x = 0, C3 : y = −x,C4 : y =
x/2, C5 : y = x2, C6 : x = y2, dan C7 : y =

√
x. Untuk setiap (x, y)→

(0, 0) sepanjang Cn(n = 1, 2, · · · , 7) diperoleh lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0.
Namun hal ini tidak bisa disimpulkan lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0.
Kenyataannya, limitf(x, y) tidak ada apabila (x, y) → (0, 0). Untuk
menunjukkan hal itu, amati bahwa jika diambil r > 0, f(x, y) mempu-
nyai nilai-nilai dari −∞ hingga∞ pada lingkaran x2 +y2 = r2. Untuk
setiap sudut −∞ < c <∞, kurva ketinggian f(x, y) = c berpotongan
dengan lingkaran tersebut (Gambar 2.3.). Akibatnya, tidak terdapat
bilangan L sedemikian hingga f(x, y) mendekati L bilamana (x, y) cu-
kup dekat ke (0, 0). Hal ini menunjukkan bahwa f tidak mempunyai
limit di titik (0, 0).
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Gambar 2.3: Kurva-kurva ketinggian f(x, y) = c selalu berpotongan
dengan lingkaran x2 + y2 = r2

Teorema 2.6. Teorema Apit Diberikan fungsi-fungsi dua peubah
f, g, h : D ⊆ R2 → R sedemikian hingga f(x, y) ≤ g(x, y) ≤ h(x, y)
untuk setiap (x, y) ∈ D. Jika

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L = lim
(x,y)→(x0,y0)

h(x, y),

maka g mempunyai limit di (x0, y0) dan

lim
(x,y)→(x0,y0)

g(x, y) = L,

Contoh 2.7. Evaluasi

lim
(x,y)→(0,0)

x4 sin
( 1

x2 + |y|

)
.

Penyelesaian: Telah diketahui bahwa −1 ≤ sin
(

1
x2+|y|

)
≤ 1, kemudi-

an dengan mengalikan semua ruas dengan x4, diperoleh

−x4 ≤ x4 sin
( 1

x2 + |y|

)
≤ x4.

Selanjutnya, diambil limit di semua ruas, diperoleh

0 = lim
(x,y)→(0,0)

−x4 ≤ lim
(x,y)→(0,0)

x4 sin
( 1

x2 + |y|

)
≤ lim

(x,y)→(0,0)
x4 = 0.
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Berdasarkan Teorema Apit, disimpulkan

lim
(x,y)→(0,0)

x4 sin
( 1

x2 + |y|

)
= 0.

Beberapa sifat limit fungsi, diantaranya diberikan pada teorema
berikut.

Teorema 2.8. Diberikan A ⊆ R2, fungsi f, g : A → R, dan (x0, y0)
titik-limit A. Jika lim(x,y)→(x0,y0) f(x, y) = L1 dan lim(x,y)→(x0,y0) g(x, y)
= L2, maka

a. lim(x,y)→(x0,y0) kf(x, y) = kL1, untuk setiap k ∈ R;

b. lim(x,y)→(x0,y0)

[
f(x, y) + g(x, y)

]
= L1 + L2;

c. lim(x,y)→(x0,y0) f(x, y)g(x, y) = L1L2;

d. lim(x,y)→(x0,y0)
f(x,y)
g(x,y) = L1

L2
, asalkan L2 6= 0 dan g(x, y) 6= 0 untuk

setiap (x, y) di A;

e. lim(x,y)→(x0,y0)

[
f(x, y)

]n
= Ln1 , untuk setiap bilangan asli n.

Contoh 2.9. Hitung limit berikut

lim
(x,y)→(2,1)

2xy − y2

4x+ 3y
.

Penyelesaian: Karena penyebut, 4x + 3y tidak nol di titik (x, y) =
(2, 1), dengan demikian diperoleh

lim
(x,y)→(2,1)

2xy − y2

4x+ 3y
=

lim(x,y)→(2,1) 2xy − y2

lim(x,y)→(2,1) 4x+ 3y
=

2(2)(1)− (1)2

4(1) + 3(2)
=

3

10
.

Untuk pengertian limit fungsi tiga peubah diberikan definisi beri-
kut.

Definisi 2.10. Diberikan A ⊆ R3, (x0, y0, z0) titik-limit A, dan di-
berikan fungsi f : A → R. Bilangan L dikatakan limit fungsi f di
(x0, y0, z0) jika untuk setiap ε > 0 terdapat δ > 0 sedemikian hingga
jika (x, y, z) ∈ A dan

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 < δ maka

berlaku
|f(x, y, z)− L| < ε.

Jika demikian, dikatakan f mempunyai limit L di (x0, y0, z0) dan di-
tuliskan

lim
(x,y,z)→(x0,y0,z0)

f(x, y, z) = L.
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Contoh 2.11. Evaluasi

lim
(x,y,z)→(1,0,−2)

x2y − 2z

3x− 4y + z

Penyelesaian: Karena

lim
(x,y,z)→(1,0,−2)

x2y − 2z = 4

dan
lim

(x,y,z)→(1,0,−2)
3x− 4y + z = 1 6= 0,

maka

lim
(x,y,z)→(1,0,−2)

x2y − 2z

3x− 4y + z
=

lim(x,y,z)→(1,0,−2) x
2y − 2z

lim(x,y,z)→(1,0,−2) 3x− 4y + z

=
4

1
= 4.

Secara umum, untuk pengertian limit fungsi peubah banyak dibe-
rikan definisi berikut.

Definisi 2.12. Diberikan A ⊆ Rn, x0 titik-limit A, dan diberikan
fungsi f : A → R. Bilangan L dikatakan limit fungsi f di x0 jika
untuk setiap ε > 0 terdapat δ > 0 sedemikian hingga jika x ∈ A dan
0 < ||x− x0|| < δ maka berlaku

|f(x)− L| < ε.

Jika demikian, dikatakan f mempunyai limit L di x0 dan dituliskan

lim
x→x0

f(x) = L.

2.2 Kekontinuan Fungsi

Untuk mengawali subbab ini, diberikan pengertian fungsi kontinu di
suatu titik.

Definisi 2.13. Diberikan A ⊆ R2, fungsi f : A → R, dan (x0, y0) ∈
A. Fungsi f dikatakan kontinu di titik (x0, y0) jika untuk setiap
ε > 0 terdapat δ > 0 sedemikian hingga jika (x, y) ∈ A dan 0 ≤√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ maka |f(x, y)− f(x0, y0)| < ε.
Jika f gagal kontinu di (x0, y0) maka f dikatakan diskontinu di
(x0, y0).
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Berbeda dengan definisi limit fungsi f di titik (x0, y0) dimana f
tidak harus terdefinisi di titik (x0, y0), pada fungsi kontinu di titik
(x0, y0) nilai f(x0, y0) harus ada. Definisi fungsi f kontinu di titik
(x0, y0) pada Definisi 2.13 ekivalen dengan mengatakan

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0).

Contoh 2.14. Tunjukkan bahwa fungsi f(x, y) = xy
1+x2+y2

kontinu di

titik (0, 0).

Penyelesaian: Diperhatikan, |x| =
√
x2 ≤

√
x2 + y2. Untuk setiap

ε > 0 yang diberikan, pilih δ <
√
ε. Jadi, jika 0 ≤

√
x2 + y2 < δ

diperoleh ∣∣∣f(x, y)− f(0, 0)
∣∣∣ =

∣∣∣ xy

1 + x2 + y2
− 0
∣∣∣

=
|x||y|

1 + x2 + y2

≤ |x||y| ≤ δ2 < ε.

Berdasarkan Definisi 2.13, disimpulkan f kontinu di titik (0, 0).

Beberapa sifat fungsi kontinu, diberikan dalam teorema berikut.

Teorema 2.15. Diberikan f dan g keduanya fungsi bernilai real yang
terdefinisi pada A ⊆ R2, (x0, y0) ∈ A, dan b ∈ R. Jika f dan g
keduanya kontinu di titik (x0, y0), maka

(i). f + g, f − g, fg, dan bf merupakan fungsi-fungsi kontinu di titik
(x0, y0).

(ii). Jika h : A → R fungsi kontinu di (x0, y0) ∈ A dan f(x, y) 6= 0
untuk setiap (x, y) di A, maka fungsi f/h kontinu di titik (x0, y0).

Bukti: Akan dibuktikan bagian (i) untuk f+g, bukti bagian lain dapat
digunakan sebagai latihan.
Diketahui fungsi f dan g keduanya kontinu di titik (x0, y0), sehingga
diperoleh

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0),

dan
lim

(x,y)→(x0,y0)
g(x, y) = g(x0, y0).
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Berdasarkan sifat limit, diperoleh

lim
(x,y)→(x0,y0)

[f(x, y) + g(x, y)] = lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)

+ lim
(x,y)→(x0,y0)

g(x, y)

= f(x0, y0) + g(x0, y0)

= (f + g)(x0, y0).

Terbukti fungsi f + g kontinu di (x0, y0).

Komposisi dua fungsi kontinu juga merupakan fungsi kontinu, se-
perti diberikan pada teorema berikut.

Teorema 2.16. Diberikan g fungsi dua peubah dengan domain D ⊆
R2 dan range R ⊆ R. Misalkan g kontinu di suatu titik (x0, y0) di D
dan didefinisikan z0 = g(x0, y0). Jika f kontinu di z0, maka fungsi
komposisi f ◦ g kontinu di (x0, y0).

Contoh 2.17. Jelaskan kekontinuan fungsi

f(x, y) = sin (x2 − 2xy + y3)

Penyelesaian: Nyatakan f(x, y) = (g ◦ h)(x, y) dengan h(x, y) = x2 −
2xy+y3 dan g(x) = sinx. Karena h kontinu di setiap titik (x, y) ∈ R2

dan fungsi g kontinu pada R, maka fungsi f kontinu pada R2.

Definisi 2.18. Fungsi dua peubah bebas f : A ⊆ R2 → R dikatakan
kontinu pada A jika f kontinu di setiap titik (x, y) di A.

Contoh 2.19. Periksa, apakah fungsi

f(x, y) =

{
x2−y2
x2+y2

, (x, y) 6= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0)

kontinu pada R2?

Penyelesaian: Diperhatikan bahwa f(0, 0) = 0. Selanjutnya, dari hasil
Contoh 2.4, menunjukkan bahwa f tidak mempunyai limit di titik
(0, 0). Jadi, f tidak kontinu di titik (0, 0), akibatnya f tidak kontinu
pada R2.

Bisa jadi suatu fungsi itu tidak kontinu di suatu daerah terten-
tu dikarenakan tidak kontinu di beberapa titik, namun dengan men-
definisikan nilai fungsi di titik-titik yang tidak kontinu menjadikan
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fungsi kontinu pada suatu daerah tertentu. Sebagai contoh, fungsi
f(x, y) = 3x2y/(x2 + y2) tidak kontinu pada R2 karena f tidak konti-
nu di titik (0, 0) dikarenakan tidak terdefinisi di titik tersebut. Dengan
mendefinisikan f(0, 0) = 0, menjadikan fungsi f kontinu pada R2.

Contoh 2.20. Tentukan daerah pada bidang-xy dimana fungsi f(x, y) =
ln (x2 + y2 − 1) kontinu.

Penyelesaian: Bahwasannya fungsi f terdefinisi apabila x2+y2−1 > 0,
yang mana merupakan daerah di luar lingkaran satuan berpusat di
titik asal atau dapat dituliskanD = {(x, y)

∣∣x2+y2 > 1}. Jika diperiksa
bahwa f kontinu di setiap (x, y) di D. Oleh karena itu, f kontinu pada
daerah D.

Fungsi polinomial, atau cukup dikatakan polinomial dua peu-
bah, adalah jumlahan suku-suku dalam bentuk cxmyn dengan c kons-
tanta dan m dan n bilangan-bilangan bulat nonnegatif, yakni

f(x, y) =
m∑
i=0

n∑
j=0

cijx
iyj .

Sedangkan fungsi rasional adalah rasio dari polinomial-polinomial.
Sebagai contoh, fungsi

f(x, y) = 2x5 − 3x3y2 + 6xy3 − 4y + 7

merupakan polinomial, sedangkan fungsi

g(x, y) =
x2y + xy − y + 1

x2 + y2 − xy + 4

merupakan fungsi rasional.
Polinomial dan fungsi rasional ini kontinu pada domainnya, seperti
diberikan pada teorema berikut.

Teorema 2.21. Fungsi polinomial dan fungsi rasional kontinu pada
domainnya.

Contoh 2.22. Evaluasi kekontinuan fungsi

f(x, y) = x3y2 − 5x2y2 − x2y + 6y + 4.

Penyelesaian: Karena f(x, y) = x3y2−5x2y2−x2y+6y+4 polinomial,
maka f kontinu dimana-mana.
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Contoh 2.23. Tentukan dimana fungsi

f(x, y) =
x2 + y2

x2 − y2

kontinu.

Penyelesaian: Fungsi f merupakan fungsi rasional yang terdefinisi pa-
da R2 kecuali di setiap titik (x, y) di D = {(x, y)

∣∣x2 = y2}. Dengan
demikian fungsi f kontinu pada R2\D.

Contoh 2.24. Tentukan dimana fungsi

g(x, y) =

{
2xy2

x2+y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0)

kontinu.

Penyelesaian: Fungsi g kontinu untuk setiap (x, y) 6= (0, 0) karena
merupakan fungsi rasional. Selanjutnya, karena

lim
(x,y)→(0,0)

g(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

2xy2

x2 + y2
= 0 = g(0, 0)

maka disimpulkan g kontinu di (0, 0), sehingga g kontinu pada R2.

Untuk pengertian fungsi tiga peubah kontinu, diberikan definisi
berikut.

Definisi 2.25. Diberikan A ⊆ R3, fungsi f : A→ R, dan (x0, y0, z0) ∈
A. Fungsi f dikatakan kontinu di titik (x0, y0, z0) jika untuk setiap
ε > 0 terdapat δ > 0 sedemikian hingga jika (x, y, z) ∈ A dan 0 ≤√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 < δ maka

|f(x, y, z)− f(x0, y0, z0)| < ε

.

Contoh 2.26. Buktikan fungsi tiga peubah berikut

g(x, y, z) =

{
2x3−y3+3z3

x2+y2+z2
, (x, y, z) 6= (0, 0, 0)

0 , (x, y, z) = (0, 0, 0)

kontinu di titik (0, 0, 0).
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Penyelesaian: Untuk membuktikan g kontinu di titik (0, 0, 0), cukup
ditunjukkan bahwa

lim
(x,y,z)→(0,0,0)

g(x, y, z) = 0 = g(0, 0, 0).

Berdasarkan Definisi 2.25, untuk sebarang ε > 0 harus dibuktikan
terdapat δ > 0 sehingga jika

√
x2 + y2 + z2 < δ maka berlaku∣∣∣2x3 − y3 + 3z3

x2 + y2 + z2

∣∣∣ < ε.

Berdasarkan sifat nilai mutlak dan ketaksamaan segitiga, diperoleh∣∣∣2x3 − y3 + 3z3

x2 + y2 + z2

∣∣∣ =

∣∣2x3 − y3 + 3z3
∣∣∣∣x2 + y2 + z2
∣∣

≤ 2|x|x2 + |y|y2 + 3|z|z2

x2 + y2 + z2
.

Karena berlaku |x| ≤
√
x2 + y2 + z2, |y| ≤

√
x2 + y2 + z2, dan |z| ≤√

x2 + y2 + z2, maka diperoleh

∣∣∣2x3 − y3 + 3z3

x2 + y2 + z2

∣∣∣ ≤ (2x2 + y2 + 3z2)
√
x2 + y2 + z2

x2 + y2 + z2

≤ 3(x2 + y2 + z2)
√
x2 + y2 + z2

x2 + y2 + z2

= 3
√
x2 + y2 + z2

≤ 3δ

Dengan mengambil δ < ε/3, sehingga diperoleh∣∣∣2x3 − y3 + 3z3

x2 + y2 + z2

∣∣∣ ≤ 3δ < ε.

Jadi terbukti bahwa g kontinu di titik (0, 0, 0).

2.3 Rangkuman

1. Diberikan A ⊆ R2, (x0, y0) titik-limit A, dan diberikan fungsi
f : A → R. Bilangan L dikatakan limit fungsi f di (x0, y0)
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jika untuk setiap ε > 0 terdapat δ > 0 sedemikian hingga jika
(x, y) ∈ A dan

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ maka berlaku

|f(x, y)− L| < ε.

Jika demikian, dikatakan f mempunyai limit L di (x0, y0) dan
dituliskan

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L.

2. Diberikan A ⊆ R2, fungsi f, g : A→ R, dan (x0, y0) titik-limit A.
Jika lim(x,y)→(x0,y0) f(x, y) = L1 dan lim(x,y)→(x0,y0) g(x, y) = L2,
maka

a. lim(x,y)→(x0,y0) kf(x, y) = kL1, untuk setiap k ∈ R;

b. lim(x,y)→(x0,y0)

[
f(x, y) + g(x, y)

]
= L1 + L2;

c. lim(x,y)→(x0,y0) f(x, y)g(x, y) = L1L2;

d. lim(x,y)→(x0,y0)
f(x,y)
g(x,y) = L1

L2
, asalkan L2 6= 0 dan g(x, y) 6= 0

untuk setiap (x, y) di A;

e. lim(x,y)→(x0,y0)

[
f(x, y)

]n
= Ln1 , untuk setiap bilangan asli

n.

3. Diberikan A ⊆ R3, (x0, y0, z0) titik-limit A, dan diberikan fungsi
f : A → R. Bilangan L dikatakan limit fungsi f di (x0, y0, z0)
jika untuk setiap ε > 0 terdapat δ > 0 sedemikian hingga jika
(x, y, z) ∈ A dan

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 < δ maka

berlaku

|f(x, y, z)− L| < ε.

Jika demikian, dikatakan f mempunyai limit L di (x0, y0, z0) dan
dituliskan

lim
(x,y,z)→(x0,y0,z0)

f(x, y, z) = L.

4. Diberikan A ⊆ Rn, x0 titik-limit A, dan diberikan fungsi f :
A → R. Bilangan L dikatakan limit fungsi f di x0 jika untuk
setiap ε > 0 terdapat δ > 0 sedemikian hingga jika x ∈ A dan
0 < ||x− x0|| < δ maka berlaku

|f(x)− L| < ε.
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Jika demikian, dikatakan f mempunyai limit L di x0 dan ditu-
liskan

lim
x→x0

f(x) = L.

5. Definisi fungsi kontinu

(i). Diberikan A ⊆ R2, fungsi f : A → R, dan (x0, y0) ∈
A. Fungsi f dikatakan kontinu di titik (x0, y0) jika un-
tuk setiap ε > 0 terdapat δ > 0 sedemikian hingga ji-
ka (x, y) ∈ A dan 0 ≤

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ maka

|f(x, y)− f(x0, y0)| < ε.
Jika f gagal kontinu di (x0, y0) maka f dikatakan diskon-
tinu di (x0, y0).

(ii). Diberikan A ⊆ R3, fungsi f : A → R, dan (x0, y0, z0) ∈ A.
Fungsi f dikatakan kontinu di titik (x0, y0, z0) jika un-
tuk setiap ε > 0 terdapat δ > 0 sedemikian hingga jika
(x, y, z) ∈ A dan 0 ≤

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 <

δ maka |f(x, y, z)− f(x0, y0, z0)| < ε.

6. Diberikan f dan g keduanya fungsi bernilai real yang terdefinisi
pada A ⊆ R2, (x0, y0) ∈ A, dan b ∈ R. Jika f dan g keduanya
kontinu di titik (x0, y0), maka

a. f + g, f − g, fg, dan bf merupakan fungsi-fungsi kontinu di
(x0, y0).

b. Jika h : A→ R fungsi kontinu di (x0, y0) ∈ A dan f(x, y) 6=
0 untuk setiap (x, y) di A, maka fungsi f/h kontinu di
(x0, y0).

7. Fungsi dua peubah bebas f : A ⊆ R2 → R dikatakan kontinu
pada A jika f kontinu di setiap titik (x, y) di A.

8. Fungsi polinomial dan fungsi rasional kontinu pada domainnya.

2.4 Latihan Soal

1. Gunakan Definisi 2.1 untuk membuktikan

lim
(x,y)→(0,0)

x3 − y3

x2 + y2
= 0.
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2. Tunjukkan bahwa

lim
(x,y)→(1,0)

xy − y
x2 + y2 − 2x+ 1

tidak ada.

3. Tunjukkan bahwa

lim
(x,y)→(0,0)

xy5

x8 + y10

tidak ada.

4. Diberikan fungsi dua peubah f(x, y) = x2 − 2y. Tentukan

lim
h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)

h

dan

lim
h→0

f(1 + h, y)− f(1, y)

h
.

5. Hitung nilai limit berikut

lim
(x,y)→(0,0)

x4 − y4

x2 + y2
.

6. Hitung nilai limit berikut

lim
(x,y)→(0,0)

e−x
2−y2 − 1

x2 + y2
.

7. Jelaskan, mengapa limit berikut tidak ada:

lim
(x,y)→(0,0)

sin (xy)

x2 + y2

8. Evaluasi limit berikut atau tunjukkan bahwa limitnya tidak ada

lim
(x,y)→(0,0)

(1

x
− 1

y

)
9. Evaluasi limit berikut atau tunjukkan bahwa limitnya tidak ada

lim
(x,y)→(0,0)

x2y2 − 2x2y + x2

(x2 + y2 − 2y + 1)2
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10. Evaluasi limit berikut atau tunjukkan limitnya tidak ada:

lim
(x,y,z)→(0,0,0)

x2 + z2 + 2xz + xy + yz

x+ y + z

11. Gunakan Teorema Apit untuk menghitung limit berikut

lim
(x,y)→(0,0)

x2y2

x2 + y2
.

12. Gunakan Teorema Apit untuk menghitung limit berikut

lim
(x,y,z)→(0,0,0)

x2y2z2

x2 + y2 + z2
.

13. Diberikan fungsi g : R→ R yang didefinisikan

g(x, y) =

{ xy
x2+y2

, (x, y) 6= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0)

Periksa, apakah fungsi g kontinu di titik (0, 0).

14. Diberikan fungsi f : R→ R yang didefinisikan

f(x, y) =

{
sinxy
x , x 6= 0

y , x = 0

Tentukan titik-titik diskontinu fungsi f .

2.5 Bahan Diskusi

Coba diskusikan dengan tema-temanmu di kelas!

1. Diberikan f fungsi bernilai real yang terdefinisi pada A ⊆ R3,
(x0, y0, z0) titik-limit A, dan L ∈ R. Berikan definisi ε − δ yang
menyatakan bahwa L adalah nilai limit fungsi f di (x0, y0, z0),
yang selanjutnya ditulis

lim
(x,y,z)→(x0,y0,z0)

f(x, y, z) = L.

2. Diberikan f fungsi bernilai real yang terdefinisi pada A ⊆ R3,
dan (x0, y0, z0) ∈ A. Berikan definisi fungsi f kontinu di titik
(x0, y0, z0).
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3. Diskusikan kekontinuan fungsi

f(x, y) =

{
sinxy
xy , xy 6= 0

1 , xy = 0
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Bab 3

Turunan Parsial dan
Keterdiferensialan

——————————————————————————–

Tujuan yang akan dicapai setelah mahasiswa (atau pembaca)
mempelajari materi dalam bab ini diantaranya:

1. Mahasiswa dapat menjelaskan pengertian turunan parsial dan
turunan total fungsi peubah banyak

2. Mahasiswa dapat mendeskripsikan tafsiran geometris dari turun-
an parsial fungsi dua peubah

3. Mahasiswa dapat menentukan turunan parsial pertama maupun
tingkat tinggi dari fungsi peubah banyak

4. Mahasiswa dapat menentukan persamaan bidang singgung per-
mukaan di suatu titik

5. Mahasiswa dapat menentukan nilai hampiran dari fungsi peubah
banyak dengan pendekatan linier

49
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Berbeda dengan fungsi satu peubah, pada fungsi peubah banyak
dikenal istilah turunan parsial dan turunan total.

3.1 Turunan Parsial

Turunan parsial dari fungsi dua peubah digunakan untuk mengetahui
gradien atau perubahan ketinggian dari suatu kurva yang merupakan
perpotongan permukaan z = f(x, y) dengan bidang yang sejajar de-
ngan bidang-xy atau bidang-yz. Oleh karena itu, untuk fungsi dua
peubah z = f(x, y), dikenal dua macam turunan parsial, yakni turun-
an parsial terhadap x dan terhadap y.

Definisi 3.1. Diberikan fungsi dua peubah f(x, y) bernilai real.

a. Turunan parsial fungsi f terhadap x di titik (x0, y0), ditulis
∂
∂xf(x0, y0) atau fx(x0, y0), adalah

fx(x0, y0) = lim
h→0

f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)

h

jika limit di ruas kanan ada. Dalam kasus limit di ruas kanan
tidak ada, maka dikatakan f tidak terdiferensialkan secara
parsial terhadap x di titik (x0, y0).

b. Turunan parsial fungsi f terhadap y di titik (x0, y0), ditulis
∂
∂yf(x0, y0) atau fy(x0, y0), adalah

fy(x0, y0) = lim
h→0

f(x0, y0 + h)− f(x0, y0)

h

jika limit di ruas kanan ada. Dalam kasus limit di ruas kanan
tidak ada, maka dikatakan f tidak terdiferensialkan secara
parsial terhadap y di titik (x0, y0).

Contoh 3.2. Diberikan fungsi dua peubah

f(x, y) =

{ cosx−cos y
x−y , y 6= x

0 , y = x

Tentukan fx(0, 0) jika ada.
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Penyelesaian: Untuk mengevaluasi fx(0, 0), diberikan y = 0 dan ten-
tukan turunan fungsi satu peubah

f(x, 0) =

{
cosx−1

x , x 6= 0
0 , x = 0

terhadap x di x = 0. Dengan menggunakan definisi turunan parsial di
suatu titik, diperoleh

fx(0, 0) = lim
h→0

f(0 + h, 0)− f(0, 0)

h

= lim
h→0

cosh−1
h − 0

h

= lim
h→0

cosh− 1

h2

= lim
h→0

− sinh

2h

= −1

2

Contoh 3.3. Diberikan fungsi dua peubah yang didefinisikan

f(x, y) =

{
x2y , y ≥ x
xy2 , y < x

Dengan menggunakan definisi turunan parsial, hitunglah
a. fx(0, 0) b. fx(1, 1)
jika ada.

Penyelesaian: a. Berdasarkan definisi turunan parsial

fx(0, 0) = lim
h→0

f(0 + h, 0)− f(0, 0)

h

Untuk h > 0, diperoleh

lim
h→0+

f(0 + h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0+

f(h, 0)− f(0, 0)

h

= lim
h→0+

h02 − 020

h
= lim

h→0+
0 = 0
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dan untuk h < 0, diperoleh

lim
h→0−

f(0 + h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0−

f(h, 0)− f(0, 0)

h

= lim
h→0−

h20− 020

h
= lim

h→0−
0 = 0

Karena nilai limit kanan dan limit kiri di atas sama, disimpulkan
fx(0, 0) = 0.
b. Untuk h > 0, diperoleh

lim
h→0+

f(1 + h, 1)− f(1, 1)

h
= lim

h→0+

(1 + h)− 1

h

= lim
h→0+

h

h
= lim

h→0+
1 = 1

dan untuk h < 0, diperoleh

lim
h→0

f(1 + h, 1)− f(1, 1)

h
= lim

h→0+

(1 + h)2 − 1

h

= lim
h→0+

2h+ h2

h
= lim

h→0+
2 + h = 2

Karena nilai limit kanan dan limit kiri di atas tidak sama, disimpulkan
f tidak terdiferensialkan secara parsial terhadap x di titik (1, 1).

Definisi 3.4. Diberikan f fungsi dua peubah bebas x dan y. Turunan
parsial fungsi f masing-masing terhadap x dan y adalah sebuah fungsi
fx dan fy yang didefinisikan oleh

fx(x, y) = lim
h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)

h

dan

fy(x, y) = lim
h→0

f(x, y + h)− f(x, y)

h
.

Jika z = f(x, y), dituliskan

fx(x, y) = fx =
∂f

∂x
=

∂

∂x
f(x, y) = Dxf

fy(x, y) = fy =
∂f

∂y
=

∂

∂y
f(x, y) = Dyf.
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Untuk mendapatkan fx adalah dengan memandang y sebagai kons-
tanta dan menurunkan f terhadap x. Dengan cara serupa, untuk
mendapatkan fy adalah dengan memandang x sebagai konstanta dan
menurunkan f terhadap y.

Contoh 3.5. Diberikan f(x, y) = x3y − 2x2y2 + y2, tentukan fx(1, 2)
dan fy(1, 2).

Penyelesaian: Dengan menganggap y sebagai konstanta dan menu-
runkan f terhadap x diperoleh

fx(x, y) = 3x2y − 4xy2,

sehingga
fx(1, 2) = 3(1)2(2)− 4(1)(2)2 = −10.

Dengan menganggap x sebagai konstanta dan menurunkan f terhadap
y diperoleh

fy(x, y) = x3 − 4x2y + 2y,

sehingga
fy(1, 2) = (1)3 − 4(1)2(2) + 2(2) = −3.

Sebagai interpretasi geometrik dari turunan parsial dijelaskan seba-
gai berikut. Jika z = f(x, y) menyatakan permukaan S dan f(a, b) = c,
maka titik P (a, b, c) berada pada permukaan S. Dengan mengambil
y = b, kurva C1 pada bidang vertikal y = b berpotongan dengan per-
mukaan S. Begitu pula, bidang vertikal x = a berpotongan dengan S
membentuk kurva C2. Kedua kurva C1 dan C2 ini melewati titik P
seperti diberikan pada Gambar 3.1.

Gambar 3.1: Turunan parsial f di titik (a, b) merupakan gradien-
gradien garis singgung kurva C1 dan C2
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Contoh 3.6. Diberikan fungsi f(x, y) = sin
(

x
y−1

)
. Tentukan fx dan

fy.

Penyelesaian: Dengan memandang y sebagai konstanta dan dengan
menggunakan Aturan Rantai fungsi satu peubah, diperoleh

fx = cos
( x

y − 1

) 1

y − 1
=

cos
(

x
y−1

)
y − 1

.

Dengan memandang x sebagai konstanta dan dengan menggunakan
Aturan Rantai fungsi satu peubah, diperoleh

fy = cos
( x

y − 1

)
·
(
− x

(y − 1)2

)
= −

x cos
(

x
y−1

)
(y − 1)2

Contoh 3.7. Tentukan ∂z/∂x jika z didefinisikan secara implisit se-
bagai fungsi dari x dan y dengan persamaan

x2 + y2 + z2 + x2yz = 2.

Penyelesaian: Dengan mendiferensialkan secara implisit terhadap x
kedua ruas persamaan, diperoleh

2x+ 2z
∂z

∂x
+ 2xyz + x2y

∂z

∂x
= 0.

Dengan menyelesaikan untuk ∂z/∂x, diperoleh

∂z

∂x
= −2

x+ xyz

2z + x2y
.

Untuk turunan parsial fungsi tiga peubah, pengertiannya diberikan
pada definisi berikut.

Definisi 3.8. Diberikan fungsi tiga peubah f(x, y, z) bernilai real.

a. Turunan parsial fungsi f terhadap x di titik (x0, y0, z0), ditulis
∂
∂xf(x0, y0, z0) atau fx(x0, y0, z0), adalah

fx(x0, y0, z0) = lim
h→0

f(x0 + h, y0, z0)− f(x0, y0, z0)

h

jika limit di ruas kanan ada. Dalam kasus limit di ruas kanan
tidak ada, maka dikatakan f tidak terdiferensialkan secara
parsial terhadap x di titik (x0, y0, z0).
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b. Turunan parsial fungsi f terhadap y di titik (x0, y0, z0), ditulis
∂
∂yf(x0, y0, z0) atau fy(x0, y0, z0), adalah

fy(x0, y0, z0) = lim
h→0

f(x0, y0 + h, z0)− f(x0, y0, z0)

h

jika limit di ruas kanan ada. Dalam kasus limit di ruas kanan
tidak ada, maka dikatakan f tidak terdiferensialkan secara
parsial terhadap y di titik (x0, y0, z0).

c. Turunan parsial fungsi f terhadap z di titik (x0, y0, z0), ditulis
∂
∂zf(x0, y0, z0) atau fz(x0, y0, z0), adalah

fz(x0, y0, z0) = lim
h→0

f(x0, y0, z0 + h)− f(x0, y0, z0)

h

jika limit di ruas kanan ada. Dalam kasus limit di ruas kanan
tidak ada, maka dikatakan f tidak terdiferensialkan secara
parsial terhadap z di titik (x0, y0, z0).

Secara umum, jika w adalah fungsi n peubah, w = f(x1, x2, · · · , xn),
turunan parsial w terhadap xi adalah

∂w

∂xi
= lim

h→0

f(x1, · · · , xi−1, xi + h, xi+1 · · · , xn)− f(xi, x2, · · · , xn)

h

dan dituliskan
∂w

∂xi
=

∂f

∂xi
= fxi .

Contoh 3.9. Tentukan fz(x, y, z) jika f(x, y, z) = exz sin y dan ten-
tukan fz(2, π/2, 0).

Penyelesaian: Dengan menganggap x dan y sebagai konstanta, dan
menurunkan f terhadap z diperoleh

fz(x, y, z) = xexz sin y,

dan

fz(2, π/2, 0) = 2e0 sin (π/2) = 2.
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3.2 Turunan Parsial Tingkat Tinggi

Jika f fungsi dua peubah bebas x dan y, maka turunan parsialnya, fx
dan fy, disebut turunan parsial pertama dari f . Turunan parsial
pertama dari f fungsi dua peubah x dan y juga merupakan fungsi dua
peubah bebas x dan y yang bisa berbeda (bisa juga sama) dengan
f . Dengan demikian, turunan parsial fx terhadap x, turunan parsial
fx terhadap y, turunan parsial fy terhadap x, dan turunan parsial
fy terhadap y, masing-masing ditulis sebagai fxx, fxy, fyx, dan fyy,
disebut turunan parsial kedua dari fungsi f , adalah fungsi-fungsi
yang dinyatakan sebagai berikut:

fxx = (fx)x =
∂

∂x

(∂f
∂x

)
=
∂2f

∂x2
,

fxy = (fx)y =
∂

∂y

(∂f
∂x

)
=

∂2f

∂y∂x
,

fyx = (fy)x =
∂

∂x

(∂f
∂y

)
=

∂2f

∂x∂y
,

dan

fyy = (fy)y =
∂

∂y

(∂f
∂y

)
=
∂2f

∂y2
.

Contoh 3.10. Diberikan fungsi f(x, y) = x3y−2x2y2 + y2. Tentukan
semua turunan parsial kedua dari f .

Penyelesaian: Dari Contoh 3.5, diperoleh

fx(x, y) = 3x2y − 4xy2,

dan
fy(x, y) = x3 − 4x2y + 2y.

Dengan demikian, dengan menurunkan fx terhadap x diperoleh

fxx = 6xy − 4y2,

dengan menurunkan fx terhadap y diperoleh

fxy = 3x2 − 8xy,

dengan menurunkan fy terhadap x diperoleh

fyx = 3x2 − 8xy,
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dan dengan menurunkan fy terhadap y diperoleh

fyy = −4x2 + 2.

Dari Contoh 3.10 terlihat bahwa fxy = fyx. Secara umum, nilai fxy
tidak selalu sama dengan fyx. Untuk menunjukkan hal itu, diberikan
contoh berikut

Contoh 3.11. Diberikan fungsi dua peubah f yang didefinisikan

f(x, y) =

{
xy(x2−y2)
x2+y2

, (x, y) 6= (0, 0)

0 , (x, y) = (0, 0)

yang grafiknya diberikan pada Gambar 3.2. Tunjukkan bahwa fxy(0, 0) 6=
fyx(0, 0).

Gambar 3.2: Grafik fungsi f

Penyelesaian: Dengan menggunakan definisi turunan parsial di suatu
titik, diperoleh

fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0.

Sedangkan untuk (x, y) 6= (0, 0), diperoleh

fx(x, y) = y
x4 − y4 + 4x2y2

(x2 + y2)2
,

dan

fy(x, y) = x
x4 − y4 − 4x2y2

(x2 + y2)2
,
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Selanjutnya, diperoleh

fxy(0, 0) = lim
h→0

fx(0, h)− fx(0, 0)

h
= lim

y→0

−h5

h5
= −1,

dan

fyx(0, 0) = lim
h→0

fy(h, 0)− fy(0, 0)

h
= lim

h→0

h5

h5
= 1.

Jadi fxy(0, 0) 6= fyx(0, 0).

Syarat fxy = fyx diberikan dalam teorema berikut.

Teorema 3.12. Diberikan fungsi f yang terdefinisi pada cakram buka
D yang memuat titik (x0, y0). Jika fxy dan fyx keduanya kontinu pada
D, maka

fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0).

Bukti: Karena D buka, maka terdapat r > 0 sehingga Br(x) ⊆ D.
Misal diberikan |t|, |s| < r/2 dan pandang

∆(s, t) =
1

st

(
f(x+ t, y + s)− f(x+ t, y)

)
Diperhatikan bahwa (x+ t, y + s) ⊆ D karena

|(x+ t, y + s)− (x, y)| = |(t, s)|
=

√
t2 + s2

≤
√
r2

4
+
r2

4

≤ r√
2

< r

Dengan menggunakan teorema nilai rata-rata dan aturan rantai fungsi
satu peubah, diperoleh

∆(s, t) =
1

st
(h(t)− h(0))

=
1

st
h′(αt)t

=
1

s
(fx(x+ αt, y + s)− fx(x+ αt, y))
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untuk suatu α ∈ (0, 1). Dengan menggunakan teorema nilai rata-rata
lagi, diperoleh

∆(s, t) = fxy(x+ αt, y + βs)

dengan α, β ∈ (0, 1).

Jika suku-suku f(x + t, y) dan f(x, y + s) dipertukarkan, δ(s, t)
tidak diubah maka argumen di atas menunjukkan terdapat γ, δ ∈ (0, 1)
sedemikian hingga

∆(s, t) = fyx(x+ γt, y + δs).

Dengan mengambil (s, t) → (0, 0) dan dengan menggunakan kekonti-
nuan fxy dan fyx di (x, y), diperoleh

lim
(s,t)→(0,0)

∆(s, t) = fxy(x, y) = fyx(x, y).

Bukti selesai.

Turunan parsial orde yang lebih tinggi dapat juga terdefinisi. Se-
bagai contoh turunan parsial orde tiga

fxxx = (fxx)x =
∂

∂x

(∂2f

∂x2

)
=
∂3f

∂x3
,

fxxy = (fxx)y =
∂

∂y

(∂2f

∂x2

)
=

∂3f

∂y∂x2
,

fxyx = (fxy)x =
∂

∂x

( ∂2f

∂y∂x

)
=

∂3f

∂x∂y∂x
,

dan sebagainya.

Contoh 3.13. Tentukan fxyz jika f(x, y, z) = cos(2x+ yz) dan ten-
tukan fxyz(0, 1/2, π).

Penyelesaian:

fx = −2 sin (2x+ yz)

fxy = −2z cos (2x+ yz)

fxyz = −2[cos (2x+ yz)− yz sin (2x+ yz)]

fxyz(0, 1/2, π) = −2[cos (π/2)− (π/2) sin (π/2)] = π.
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Contoh 3.14. Periksa bahwa fungsi u(x, t) = f(x − ct) + g(x + ct)
dengan f dan g fungsi sebarang dan c konstanta, memenuhi persamaan

∂2u

∂t2
= c2∂

2u

∂x2
(3.1)

Penyelesaian:
ut = −cf ′(x− ct) + cg′(x+ ct),

utt = c2f ′′(x− ct) + c2g′′(x+ ct),

ux = f ′(x− ct) + g′(x+ ct),

dan
uxx = f ′′(x− ct) + g′′(x+ ct)

Dengan demikian, diperoleh

utt = c2f ′′(x− ct) + c2g′′(x+ ct)

= c2
(
f ′′(x− ct) + g′′(x+ ct)

)
= c2uxx,

yang memenuhi persamaan (3.1).

3.3 Bidang Singgung dan Hampiran Linier

Untuk mengawali subbab ini diberikan pengertian bidang singgung
permukaan di suatu titik. Notasi ∇f(x, y, z) menyatakan 〈∂f∂x (x, y, z),
∂f
∂y (x, y, z), ∂f∂z (x, y, z)〉.

Definisi 3.15. Diberikan f(x, y, z) = c menentukan sebuah permuka-
an, dan misalkan f diferensiabel di titik P (x0, y0, z0) pada permukaan
dengan ∇f(x0, y0, z0) 6= 0. Bidang yang melalui titik P dan tegak
lurus dengan ∇f(x0, y0, z0) disebut bidang singgung permukaan di
titik P (x0, y0, z0).

Ilustrasi bidang singgung permukaan z = f(x, y) di titik P dibe-
rikan pada Gambar 3.3.

Teorema 3.16. Diberikan f fungsi dua peubah yang turunan-turunan
parsialnya kontinu. Persamaan bidang singgung permukaan z = f(x, y)
di titik P (x0, y0, z0) adalah

z − z0 = fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0).
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Gambar 3.3: Bidang singgung permukaan z = f(x, y) di titik P

Contoh 3.17. Tentukan bidang singgung paraboloida z = x2 + y2 di
titik (1, 2, 5).

Penyelesaian: Jika f(x, y) = x2 + y2 , maka fx = 2x dan fy = 2y, se-
hingga fx(1, 2) = 2 dan fy(1, 2) = 4. Jadi persamaan bidang singgung
f di titik (1, 2, 5) adalah

z − 5 = 2(x− 1) + 4(y − 2) atau z = 2x+ 4y − 5.

Contoh 3.18. Tentukan persamaan bidang singgung dan garis normal
persamaan x2 + y2 + 2z2 = 7 di titik (1, 2, 1).

Penyelesaian: Diberikan f(x, y, z) = x2 + y2 + 2z2 − 7, sehingga dipe-
roleh

∇f(x, y, z) = 2xi + 2yj + 4zk,

dan
∇f(1, 2, 1) = 2i + 4j + 4k.

Berdasarkan Teorema 3.16, persamaan bidang singgung di titik (1, 2, 1)
adalah

2(x− 1) + 4(y − 2) + 4(z − 1) = 0

Sedangkan persamaan garis normalnya adalah

x− 1

2
=
y − 2

4
=
z − 1

4
.
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Pada Contoh 3.17, telah diketahui bahwa persamaan bidang sing-
gung fungsi f(x, y) = x2 + y2 di titik (1, 2, 5) adalah z = 2x+ 4y − 5.
Oleh karena itu, fungsi linier dua peubah

L(x, y) = 2x+ 4y − 5

merupakan hampiran yang baik untuk f di dekat titik (1, 2). Fungsi
L disebut linierisasi f di titik (1, 2) dan

f(x, y) ≈ 2x+ 4y − 5

disebut hampiran linier f di (1, 2). Sebagai contoh, hampiran linier
f di titik (11/10, 19/10) adalah

f(11/10, 19/10) ≈ 2(11/10) + 4(19/10)− 5 = 2, 2 + 7, 6− 5 = 4, 8.

Definisi 3.19. Fungsi z = f(x, y) dikatakan diferensiabel atau da-
pat diturunkan di titik (x0, y0) jika ∆z dapat dinyatakan dalam ben-
tuk

∆z = fx(x0, y0)∆x+ fy(x0, y0)∆y + ε1∆x+ ε2∆y

dengan ε1 → 0 dan ε2 → 0 apabila (∆x,∆y)→ (0, 0).

Selanjutnya, untuk mengetahui suatu fungsi diferensiabel di suatu
titik, dapat menggunakan teorema berikut.

Teorema 3.20. Jika turunan-turunan parsial f , yakni fx dan fy ada
di persekitaran titik (x0, y0) dan kontinu di titik (x0, y0), maka f dife-
rensiabel di titik (x0, y0).

Contoh 3.21. Tunjukkan bahwa fungsi f(x, y) = x sin (xy) diferensi-
abel di titik (1, π/2)

Penyelesaian: Turunan-urunan parsial f(x, y) = x sin (xy) adalah

fx(x, y) = sin (xy) + xy cos (xy) dan fy(x, y) = x2 cos (xy).

Dengan demikian diperoleh fx(1, π/2) = 1 dan fy(1, π/2) = 0.
Karena fx dan fy keduanya kontinu di titik (1, π/2), berdasarkan Te-
orema 3.20, maka f diferensiabel di titik (1, π/2).

Suatu fungsi yang kontinu di suatu titik tertentu, belum cukup
menjamin fungsi tersebut diferensiabel di titik itu. Sebagai contoh,
fungsi f(x, y) =

√
x2 + y2 kontinu di titik (0, 0), tetapi f tidak di-

ferensiabel di titik (0, 0). Namun sebaliknya, yakni jika suatu fungsi
diferensiabel di suatu titik tertentu maka fungsi tersebut kontinu di
titik tersebut, seperti diberikan pada teorema berikut.
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Teorema 3.22. Jika fungsi f(x, y) diferensiabel di titik (x0, y0), maka
fungsi f kontinu di titik (x0, y0).

Selanjutnya diberikan pengertian diferensial total fungsi dua peu-
bah.

Definisi 3.23. Diberikan z = f(x, y). Diferensial total f , ditulis
dz, didefinisikan sebagai

dz = fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy

Ilustrasi diferensial total diberikan pada Gambar 3.4.

Gambar 3.4: Diferensial total

Contoh 3.24. Diberikan z = f(x, y) = x2 + 3xy − y2. Tentukan

a. dz

b. nilai dz, jika x berubah dari 2 ke 2, 05 dan y berubah dari 3 ke
2, 96

c. nilai ∆z, jika x berubah dari 2 ke 2, 05 dan y berubah dari 3 ke
2, 96.
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Penyelesaian: a. Berdasarkan Definisi 3.23, diperoleh

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy = (2x+ 3y)dx+ (3x− 2y)dy.

b. Dengan mengambil x = 2, dx = ∆x = 0, 05, y = 3, dan dy = ∆y =
−0, 04, diperoleh

dz = [2(2) + 3(3)]0, 05 + [3(2)− 2(3)](−0, 04) = 0, 65.

c. Untuk ∆z diperoleh

∆z = f(2, 05, 2, 96)− f(2, 3) = 0, 6449.

Pada fungsi tiga peubah atau lebih, hampiran linier dan keterdife-
rensialan dapat didefinisikan serupa seperti pada fungsi dua peubah.
Untuk keterdiferensialan fungsi tiga peubah, diberikan seperti definisi
berikut.

Definisi 3.25. Fungsi w = f(x, y, z) dikatakan diferensiabel atau
dapat diturunkan di titik (x0, y0, z0) jika ∆w dapat dinyatakan da-
lam bentuk

∆w = fx(x0, y0, z0)∆x+ fy(x0, y0, z0)∆y + fz(x0, y0, z0)∆z

+ε1∆x+ ε2∆y + ε3∆z

dengan ε1 → 0, ε2 → 0, dan ε3 → 0 apabila (∆x,∆y,∆z)→ (0, 0, 0).

Selanjutnya dibahas polinomial Taylor untuk fungsi dua peubah.
Untuk mengingat kembali rumus polinomial Taylor fungsi satu peubah
f(x) di sekitar titik x0 diberikan berikut.
Untuk polinomial Taylor orde satu:

P1(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0),

sedangkan untuk polinomial Taylor orde dua:

P2(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2
f ′′(x0)(x− x0)2.

Analog dengan fungsi satu peubah, untuk polinomial Taylor orde satu
fungsi dua peubah di sekitar titik (x0, y0) adalah

P1(x, y) = f(x0, y0) + [fx(x0, y0)(x0 − x) + fy(x0, y0)(y − y0)],
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dan untuk polinomial Taylor orde dua fungsi dua peubah

P2(x, y) = f(x0, y0) + [fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)]

+
1

2
[fxx(x0, y0)(x− x0)2 + 2fxy(x0, y0)(x− x0)(y − y0)

+fyy(x0, y0)(y − y0)2].

Contoh 3.26. Tentukan polinomial Taylor orde satu dan orde dua
dari fungsi f(x, y) = 2x3y − xy2 + y2 − x+ 3 di sekitar titik (2, 1)

Penyelesaian: Diperoleh turunan-turunan parsial f orde satu dan orde
dua

fx(x, y) = 6x2y − y2 − 1

fy(x, y) = 2x3 − 2xy + 2y

fxx(x, y) = 12xy

fxy(x, y) = 6x2 − 2y

fyy(x, y) = −2x+ 2

Untuk polinomial Taylor orde satu di sekitar titik (2, 1) adalah

P1(x, y) = f(2, 1) + fx(2, 1)(x− 2) + fy(2, 1)(y − 1)

= 16 + 22(x− 2) + 14(y − 1)

= 22x+ 14y − 42.

Sedangkan polinomial Taylor orde dua di sekitar titik (2, 1) adalah

P2(x, y) = f(2, 1) + [fx(2, 1)(x− 2) + fy(2, 1)(y − 1)]

+
1

2
[fxx(2, 1)(x− 2)2 + 2fxy(2, 1)(x− 2)(y − 1)

+fyy(2, 1)(y − 1)2]

= 16 + 22(x− 2) + 14(y − 1) +
1

2

[
24(x− 2)2

+2 · 22(x− 2)(y − 1)− 2(y − 1)2
]

= 12x2 + 22xy − y2 − 48x− 28y + 49

3.4 Rangkuman

1. Diberikan fungsi dua peubah f(x, y) bernilai real.
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a. Turunan parsial fungsi f terhadap x di titik (x0, y0), di-
tulis ∂

∂xf(x0, y0) atau fx(x0, y0), adalah

fx(x0, y0) = lim
h→0

f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)

h

jika limit di ruas kanan ada. Dalam kasus limit di ruas
kanan tidak ada, maka dikatakan f tidak terdiferensialkan
secara parsial terhadap x di titik (x0, y0).

b. Turunan parsial fungsi f terhadap y di titik (x0, y0), di-
tulis ∂

∂yf(x0, y0) atau fy(x0, y0), adalah

fy(x0, y0) = lim
h→0

f(x0, y0 + h)− f(x0, y0)

h

jika limit di ruas kanan ada. Dalam kasus limit di ruas
kanan tidak ada, maka dikatakan f tidak terdiferensialkan
secara parsial terhadap y di titik (x0, y0).

2. Diberikan f fungsi dua peubah bebas x dan y. Turunan parsial
fungsi f masing-masing terhadap x dan y adalah sebuah fungsi
fx dan fy yang didefinisikan oleh

fx(x, y) = lim
h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)

h

dan

fy(x, y) = lim
h→0

f(x, y + h)− f(x, y)

h

3. Diberikan fungsi dua peubah f(x, y, z) bernilai real.

a. Turunan parsial fungsi f terhadap x di titik (x0, y0, z0),
ditulis ∂

∂xf(x0, y0, z0) atau fx(x0, y0, z0), adalah

fx(x0, y0, z0) = lim
h→0

f(x0 + h, y0, z0)− f(x0, y0, z0)

h

jika limit di ruas kanan ada. Dalam kasus limit di ruas
kanan tidak ada, maka dikatakan f tidak terdiferensialkan
secara parsial terhadap x di titik (x0, y0, z0).
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b. Turunan parsial fungsi f terhadap y di titik (x0, y0, z0),
ditulis ∂

∂yf(x0, y0, z0) atau fy(x0, y0, z0), adalah

fy(x0, y0, z0) = lim
h→0

f(x0, y0 + h, z0)− f(x0, y0, z0)

h

jika limit di ruas kanan ada. Dalam kasus limit di ruas
kanan tidak ada, maka dikatakan f tidak terdiferensialkan
secara parsial terhadap y di titik (x0, y0, z0).

c. Turunan parsial fungsi f terhadap z di titik (x0, y0, z0),
ditulis ∂

∂zf(x0, y0, z0) atau fz(x0, y0, z0), adalah

fz(x0, y0, z0) = lim
h→0

f(x0, y0, z0 + h)− f(x0, y0, z0)

h

jika limit di ruas kanan ada. Dalam kasus limit di ruas
kanan tidak ada, maka dikatakan f tidak terdiferensialkan
secara parsial terhadap z di titik (x0, y0, z0).

4. Diberikan fungsi f yang terdefinisi pada cakram D yang memuat
titik (x0, y0). Jika fxy dan fyx keduanya kontinu pada D, maka

fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0).

5. Diberikan f fungsi dua peubah yang turunan-turunan parsialnya
kontinu. Persamaan bidang singgung permukaan z = f(x, y) di
titik P (x0, y0, z0) adalah

z − z0 = fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0).

6. Fungsi z = f(x, y) dikatakan diferensiabel atau dapat ditu-
runkan di titik (x0, y0) jika ∆z dapat dinyatakan dalam bentuk

∆z = fx(x0, y0)∆x+ fy(x0, y0)∆y + ε1∆x+ ε2∆y

dengan ε1 → 0 dan ε2 → 0 apabila (∆x,∆y)→ (0, 0).

7. Jika turunan-turunan parsial f , yakni fx dan fy ada di sekitar
titik (x0, y0) dan kontinu di titik (x0, y0), maka f diferensiabel
di titik (x0, y0).
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8. Diberikan z = f(x, y). Diferensial total f , ditulis dz, didefini-
sikan sebagai

dz = fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy

9. Fungsi w = f(x, y, z) dikatakan diferensiabel atau dapat di-
turunkan di titik (x0, y0, z0) jika ∆w dapat dinyatakan dalam
bentuk

∆w = fx(x0, y0, z0)∆x+ fy(x0, y0, z0)∆y + fz(x0, y0, z0)∆z

+ε1∆x+ ε2∆y + ε3∆z

dengan ε1 → 0, ε2 → 0, dan ε3 → 0 apabila (∆x,∆y,∆z) →
(0, 0, 0).

3.5 Latihan Soal

1. Diberikan f(x, y) =
√

9− x2 − 9y2.
Tentukan fx(1, 0) dan fy(1, 0).

2. Diberikan fungsi dua peubah

f(x, y) =

{ √
y − x+ 1 , y ≥ x√
x− y , x > y

Tentukan fx(1, 1) jika ada atau katakan tidak ada.

3. Tentukan turunan-turunan parsial pertama dari fungsi

F (x, y) =

∫ y

x
cos (et)dt.

4. Tentukan ∂z/∂x dari persamaan

exz = xyz.

5. Jika f(x, y, z) =
√

2 + xz +
√
z + xy, tentukan fxyz.

6. Persamaan diferensial yang berbentuk

∂2u

∂t2
= a2∂

2u

∂x2

dengan a konstanta, dinamakan persamaan gelombang. Tun-
jukkan bahwa fungsi u(x, t) = sin (x− at) memenuhi persamaan
gelombang.

Firdaus Ubaidillah ————————————— Universitas Jember



Bab 3. Turunan Parsial dan Keterdiferensialan 69

7. Tunjukkan bahwa fungsi

u(x, t) =
1√

4πkt
exp

(
− x2

4kt

)
, x ∈ R, t > 0,

adalah penyelesaian persamaan konduksi panas

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
,

dengan k suatu konstanta.

8. Tentukan turunan parsial pertama fungsi-fungsi berkut:

a. f(x, y) = 2x
y2+3x

b. z = sin (u+v)
v2

c. g(x, y, z) =
√
x2 + ln (5y − z) d. z = cos (ln (x2 + y2 + z2))

9. Diberikan f(t) dan g(t) fungsi-fungsi diferensiabel satu peubah.
Tentukan ∂z/∂x dan ∂z/∂y untuk fungsi:
a. z = f(x)g(y) b. z = f(xy) c. f(x/y).

10. Tentukan persamaan bidang singgung hiperboloida

4x2 − 9y2 − 9z2 − 36 = 0

di titik P (3
√

3, 2, 2).

11. Tentukan persamaan bidang singgung permukaan f(x, y) = 2y ln (xy)
di titik (2, 1

2 , 0).

12. Tunjukkan bahwa fungsi f(x, y) = yex + xy2 diferensiabel di
mana-mana.

13. Tentukan diferensial total dari z = e−2x cos (2y).

14. Gunakan hampiran diferensial total untuk menghitung
√

9, 1 + 3, 9.

15. Tentukan vektor berarah permukaan f(x, y) = 4x2−xy+ 3y2 di
titik (2,−1) pada arah vektor u=4i+3j.

16. Diberikan f(t) dan g(t) fungsi satu peubah yang terdiferensial-
kan. Jika z = f(x)g(y), tentukan zx dan zy.

17. Diberikan z = f(x, y) = exy. Tentukan

a. dz
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b. Nilai dz jika x berubah dari 0 ke −0, 1 dan y berubah dari
0 ke 0, 1

c. Tentukan ∆z jika x berubah dari 0 ke −0, 1 dan y berubah
dari 0 ke 0, 1

18. Tentukan polinomial Taylor orde satu dan orde dua dari fungsi
dua peubah f(x, y) = e2(x+y) di sekitar titik (0, 0).

3.6 Bahan Diskusi

Diskusikan bersama teman-temanmu di kelas!

1. Berikan definisi fungsi peubah banyak f : D ⊆ Rn → R dikata-
kan diferensiabel di titik x0 ∈ D.

2. Berikan contoh fungsi yang mempunyai turunan parsial tetapi
tidak kontinu di suatu titik, dan berikan contoh fungsi kontinu
tetapi tidak mempunyai turunan parsial di suatu titik.

3. Rumuskan bentuk polinomial Taylor orde satu dan orde dua un-
tuk fungsi tiga peubah f(x, y, z) di sekitar titik (x0, y0, z0).

3.7 Daftar Rujukan

1. Breen, J., 2020, Advanced Multivariable Differential Calculus,
University of California, Los Angeles

2. Feldman, J., Andrew Rechnitzer dan Elyse Yeager, 2021, Mul-
tivariable Calculus, Creative Commons Attribution, British Co-
lumbia.

3. Kim, S., 2022, Multivariable Calculus, Mississippi State Univer-
sity, Michigan

4. Savage, A., 2021, Multivariable Calculus, University of Ottawa,
Ottawa

5. Shimamoto, D., 2019, Multivariable Calculus, Swarthmore Co-
llege, Philadelphia

6. Stewart, J., 2018, Multivariable Calculus, Edisi 8, Cengage Le-
arning: Belmont, USA

Firdaus Ubaidillah ————————————— Universitas Jember



Bab 4

Aturan Rantai dan
Turunan Berarah
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Tujuan yang akan dicapai setelah mahasiswa (atau pembaca)
mempelajari materi dalam bab ini diantaranya:

1. Mahasiswa dapat menentukan turunan fungsi peubah banyak
dengan Aturan Rantai

2. Mahasiswa dapat menentukan turunan fungsi implisit

3. Mahasiswa dapat menentukan turunan berarah fungsi peubah
banyak dalam arah vektor tertentu

71
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4.1 Aturan Rantai

Aturan Rantai untuk fungsi komposisi satu peubah telah dipelajari
pada matakuliah Kalkulus. Pada subbab ini akan membahas Atur-
an Rantai fungsi peubah banyak yang dimulai dari fungsi dua pe-
ubah. Berikut diberikan teorema berkaitan dengan Aturan Rantai
untuk fungsi dua peubah.

Teorema 4.1. Aturan Rantai Diberikan z = f(x, y) fungsi dife-
rensiabel terhadap x dan y. Jika x = x(t) dan y = y(t) keduanya
diferensiabel terhadap t, maka z diferensiabel terhadap t dan

dz

dt
=
∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂y

dy

dt

Bukti. Dari Definisi 3.19, diperoleh

∆z = fx∆x+ fy∆y + ε1∆x+ ε2∆y (4.1)

dengan ε1 → 0 dan ε2 → 0 apabila (∆x,∆y)→ (0, 0).
Dengan membagi kedua ruas persamaan (4.1) dengan ∆t, diperoleh

∆z

∆t
= fx

∆x

∆t
+ fy

∆y

∆t
+ ε1

∆x

∆t
+ ε2

∆y

∆t
.

Jika diambil ∆t→ 0, maka ∆x = x(t+ ∆t)− x(t)→ 0 karena x dife-
rensiabel dan oleh karenanya x kontinu. Dengan cara serupa, ∆y → 0.
Ini berarti bahwa ε1 → 0 dan ε2 → 0, sehingga

dz

dt
= lim

∆t→0

∆z

∆t

= fx lim
∆t→0

∆x

∆t
+ fy lim

∆t→0

∆y

∆t
+ ( lim

∆t→0
ε1) lim

∆t→0

∆x

∆t

+( lim
∆t→0

ε2) lim
∆t→0

∆y

∆t
.

= fx
dx

dt
+ fy

dy

dt
+ 0 · dx

dt
+ 0 · dy

dt

=
∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂y

dy

dt
.

Contoh 4.2. Jika z = xy2 + 2x3y, dengan x = sin t dan y = cos t,
tentukan dz/dt ketika t = 0.
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Penyelesaian: Dengan menggunakan Aturan Rantai, diperoleh

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+
∂z

∂y

dy

dt

= (y2 + 6x2y) cos t− (2xy + 2x3) sin t

Dengan mensubstitusikan x = sin t dan y = cos t ke hasil akhir di atas,
dan memasukkan t = 0, diperoleh

dz

dt
= ((cos t)2 + 6(sin t)2 cos t) cos t− (2 sin t cos t+ 2(sin t)3) sin t

dz

dt

∣∣∣
t=0

= 1

Teorema 4.3. Diberikan z = f(x, y) fungsi diferensiabel terhadap x
dan y. Jika x = x(s, t) dan y = y(s, t) keduanya diferensiabel terhadap
s dan t, maka

∂z

∂s
=
∂z

∂x

∂x

∂s
+
∂z

∂y

∂y

∂s

dan
∂z

∂t
=
∂z

∂x

∂x

∂t
+
∂z

∂y

∂y

∂t

Contoh 4.4. Jika z = ex sin y dengan x = st2 dan y = s2t, tentukan
∂z/∂s.

Penyelesaian:

∂z

∂s
=

∂z

∂x

∂x

∂s
+
∂z

∂y

∂y

∂s

= t2ex sin y + 2stex cos y

= t2est
2

sin (s2t) + 2ste(st2) cos (s2t).

Teorema 4.5. Diberikan u fungsi diferenesiabel atas n peubah x1, x2,
· · · , xn. Jika untuk setiap xj , j = 1, 2, · · · , n merupakan fungsi yang
diferensiabel atas m peubah t1, t2, · · · , tm, maka u merupakan fungsi
dari t1, t2, · · · , tm dan

∂u

∂ti
=

∂u

∂x1

∂x1

∂ti
+

∂u

∂x2

∂x2

∂ti
+ · · ·+ ∂u

∂xn

∂xn
∂ti

untuk setiap i = 1, 2, · · · ,m.
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Untuk menentukan turunan parsial kedua dengan menggunakan
Aturan Rantai dapat menggunakan teknik yang sama seperti turunan
parsial pertama, yakni hasil turunan parsial pertama diturunkan lagi
secara parsial. Untuk lebih jelasnya diberikan contoh berikut.

Contoh 4.6. Diberikan z = z(x, y) dengan x = s2t dan y = 3s + 2t.
Tentukan:
a. ∂2z

∂t2
dan b. ∂2z

∂s∂t

Penyelesaian: a. Dengan menurunkan z secara parsial terhadap t,
diperoleh

∂z

∂t
=

∂z

∂x

∂x

∂t
+
∂z

∂y

∂y

∂t

= s2 ∂z

∂x
+ 2

∂z

∂y
.

Selanjutnya, dengan menurunkan ∂z
∂t hasil di atas terhadap t lagi, di-

peroleh

∂2z

∂t2
=

∂

∂t

(∂z
∂t

)
=

∂

∂t

(
s2 ∂z

∂x
+ 2

∂z

∂y

)
= s2 ∂

∂t

(∂z
∂x

)
+ 2

∂

∂t

(∂z
∂y

)
Perhatikan bahwa z adalah fungsi dari x dan y, dan x dan y keduanya
fungsi-fungsi dari s dan t. Oleh karena itu, turunan parsial ∂z

∂x dan ∂z
∂y

adalah juga fungsi-fungsi dari x dan y dan kedua x dan y fungsi-fungsi
dari s dan t. Oleh karena itu, diperoleh

∂2z

∂t2
= s2

(∂2z

∂x2

∂x

∂t
+

∂2z

∂y∂x

∂y

∂t

)
+ 2
( ∂2z

∂x∂y

∂x

∂t
+
∂2z

∂y2

∂y

∂t

)
= s2

(
s2 ∂

2z

∂x2
+ 2

∂2z

∂y∂x

)
+ 2
(
s2 ∂2z

∂x∂y
+ 2

∂2z

∂y2

)
= s4 ∂

2z

∂x2
+ 4s2 ∂2z

∂x∂y
+ 4

∂2z

∂y2
.

b. Dari hasil ∂z
∂t pada bagian a, kemudian diturunkan secara parsial
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terhadap s diperoleh

∂2z

∂s∂t
=

∂

∂s

(∂z
∂t

)
=

∂

∂s

(
s2 ∂z

∂x
+ 2

∂z

∂y

)
= 2s

∂z

∂x
+ s2 ∂

∂s

(∂z
∂x

)
+ 2

∂

∂s

(∂z
∂y

)
= 2s

∂z

∂x
+ s2

(∂2z

∂x2

∂x

∂s
+

∂2z

∂y∂x

∂y

∂s

)
+ 2
( ∂2z

∂x∂y

∂x

∂s
+
∂2z

∂y2

∂y

∂s

)
= 2s

∂z

∂x
+ s2

(∂2z

∂x2
2st+

∂2z

∂y∂x
3
)

+ 2
( ∂2z

∂x∂y
2st+

∂2z

∂y2
3
)

= 2s3t
∂2z

∂x2
+ (3s2 + 4st)

∂2z

∂x∂y
+ 6

∂2z

∂y2
+ 2s

∂z

∂x
.

4.2 Turunan Fungsi Implisit

Bentuk implisit fungsi satu peubah adalah F (x, y) = 0 yang mende-
finisikan y secara implisit sebagai fungsi diferensiabel atas x, yakni
y = f(x), dimana F (x, f(x)) = 0 untuk setiap x di dalam domain f .
Jika F diferensiabel, dapat menggunakan Aturan Rantai seperti yang
telah dipelajari pada matakuliah Kalkulus untuk menurunkan kedua
ruas persamaan F (x, y) = 0 terhadap x. Karena x dan y keduanya
fungsi dari x, maka diperoleh

∂F

∂x

dx

dx
+
∂F

∂y

dy

dx
= 0.

Karena dx
dx = 1, sehingga jika ∂F/∂y 6= 0 dapat diselesaikan untuk

dy/dx dan diperoleh

dy

dx
= −

∂F
∂x
∂F
∂y

= −Fx
Fy

Contoh 4.7. Tentukan ∂z
∂x dan ∂z

∂y jika x2 + y2 + z2 − 3xyz = 1.

Penyelesaian: Diambil f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 3xyz − 1. Dari
penjelasan sebelumnya diperoleh

∂z

∂x
= −fx

fz
= −2x− 3yz

2z − 3xy
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dan
∂z

∂y
= −fy

fz
= −2y − 3xz

2z − 3xy

Contoh 4.8. Tentukan dy/dx jika

x4 − x3y − 6y4 = 0

dengan menggunakan
a. Aturan Rantai, b. Penurunan implisit

Penyelesaian: a. Diambil F (x, y) = x4 − x3y − 6y4. Oleh karena itu,
diperoleh

dy

dx
= −∂F/∂x

∂F/∂y
= − 4x3 − 3x2y

−x3 − 24y3
=

4x3 − 3x2y

x3 + 24y3
.

b. Dengan menurunkan kedua sisi persamaan terhadap x, diperoleh

4x3 − (3x2y + x3 dy

dx
)− 24y3 dy

dx
= 0.

Selanjutnya, dengan mengumpulkan bagian dy/dx diperoleh

dy

dx
= − 4x3 − 3x2y

−x3 − 24y3
=

4x3 − 3x2y

x3 + 24y3
.

Jika z merupakan fungsi implisit dari x dan y yang didefinisikan de-
ngan persamaan F (x, y, z) = 0, maka penurunan kedua sisi ruas ter-
hadap x, menghasilkan

∂F

∂x

∂x

∂x
+
∂F

∂y

∂y

∂x
+
∂F

∂z

∂z

∂x
= 0.

Dengan demikian, diperoleh

∂z

∂x
= −∂F/∂x

∂F/∂z
,

∂z

∂y
= −∂F/∂y

∂F/∂z
.

Contoh 4.9. Diberikan F (x, y, z) = x2ey−z − y cos (x− z) = 0 yang
mendefinisikan z secara implisit dari x dan y, tentukan ∂z/∂x.

Penyelesaian:

∂z

∂x
= −∂F/∂x

∂F/∂z
= − 2xey−z + y sin (x− z)
−x2ey−z − y sin (x− z)
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4.3 Turunan Berarah

Secara geometri, Duf(x0, y0) diinterpretasikan sebagai kemiringan per-
mukaan z = f(x, y) di titik (x0, y0, f(x0, y0)) dalam arah vektor u
seperti diberikan pada Gambar 4.1. Biasanya nilai Duf(x0, y0) ter-
gantung dari titik (x0, y0) dan arah u. Jadi, kemiringan permukaan di
suatu titik bisa memiliki banyak arah. Secara analitik, turunan bera-
rah menyatakan tingkat perubahan f(x, y) terhadap jarak dalam arah
u di titik (x0, y0).

Gambar 4.1: Turunan berarah permukaan f di (x0, y0)

Definisi 4.10. Turunan berarah f di titik (x0, y0) dalam arah vek-
tor satuan u = 〈a, b〉 adalah

Duf(x0, y0) = lim
h→0

f(x0 + ha, y0 + hb)− f(x0, y0)

h

jika limit di ruas kanan ada.

Contoh 4.11. Diberikan f(x, y) = xy. Tentukan dan interpretasikan
Duf(1, 2) dengan u vektor satuan

u =
3

5
i +

4

5
j.
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Penyelesaian: Dari Definisi 4.10, diperoleh

Duf(1, 2) = lim
h→0

f(1 + h3/5, 2 + h4/5)− f(1, 2)

h

=
(1 + 3h/5)(2 + 4h/5)− 2

h

= lim
h→0

2h+ 12h2/25

h
= 2

Teorema 4.12. Jika f fungsi diferensiabel terhadap x dan y, maka f
mempunyai turunan berarah dalam arah vektor satuan sebarang u =
〈a, b〉 dan

Duf(x, y) = fx(x, y)a+ fy(x, y)b.

Bukti. Misal diberikan g fungsi satu peubah dengan peubah h yang
didefinisikan

g(h) = f(x0 + ha, y0 + hb),

maka, dipunyai

g′(0) = lim
h→0

g(h)− g(0)

h

= lim
h→0

f(x0 + ha, y0 + hb)− f(x0, y0)

h
(4.2)

= Duf(x0, y0)

Di sisi lain, dapat dituliskan g(h) = f(x, y), dimana x = x0 + ha, y =
y0 + hb, sehingga dengan Aturan Rantai diperoleh

g′(h) =
∂f

∂x

dx

dh
+
∂f

∂y

dy

dh
= fx(x, y)a+ fy(x, y)b

Jika diambil h = 0, maka x = x0, y = y0, dan diperoleh

g′(0) = fx(x0, y0)a+ fy(x0, y0)b. (4.3)

Dari persamaan (4.2) dan (4.3), diperoleh

Duf(x0, y0) = fx(x0, y0)a+ fy(x0, y0)b.

Contoh 4.13. Tentukan turunan berarah Duf(x, y) jika f(x, y) =
x3 − 3xy + 4y2 dengan u adalah vektor satuan yang diberikan oleh
sudut θ = π/3.
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Penyelesaian: u = 〈
√

3/2, 1/2〉. Turunan parsial f masing-masing
terhadap x dan y adalah

fx(x, y) = 3x2 − 3y dan fy(x, y) = 8y − 3x.

Dengan demikian, diperoleh

Duf(x, y) = (3x2 − 3y)
√

3/2 + (8y − 3x)1/2.

Definisi 4.14. Diberikan f fungsi dua peubah x dan y. Gradien f
adalah fungsi vektor ∇f yang didefinisikan oleh

∇f(x, y) = 〈fx(x, y), fy(x, y)〉 =
∂f

∂x
i +

∂f

∂y
j

Contoh 4.15. Jika f(x, y) = sinx+ exy, tentukan ∇f(x, y).

Penyelesaian: ∇f(x, y) = 〈cosx+ yexy, xexy〉.

Contoh 4.16. Tentukan gradien f(x, y) = x2 +y2 di titik (1, 2) dalam
arah vektor 〈3, 4〉.

�Penyelesaian: ∇f(x, y) = 〈2x, 2y〉, sehingga ∇f(1, 2) = 〈2, 4〉. Vektor
satuan 〈3, 4〉 adalah 〈3/5, 4/5〉. Oleh karena itu diperoleh gradien f di
titik (1, 2) dalam arah 〈3, 4〉 adalah

∇f(1, 2) · 〈3/5, 4/5〉 =
6

5
+

16

5
=

22

5
.

Contoh 4.17. Tentukan turunan berarah fungsi f(x, y) = x2y3 − 4y
di titik (2,−1) dalam arah vektor v = 2i + 3j.

Penyelesaian: ∇f(x, y) = 2xy3i + (3x2y2 − 4)j sehingga ∇f(2,−1) =
−4i + 8j.
Karena |v| =

√
29, maka vektor satuan searah v adalah

u =
v

|v|
=

2√
29

i +
5√
29

j

Oleh karena itu diperoleh

Duf(2,−1) = ∇f(2,−1) =
32√
29
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Contoh 4.18. Tentukan vektor singgung f(x, y) = x2 + y2 di titik
(1, 2) dalam arah vektor 〈3, 4〉 dan tunjukkan bahwa vektor singgung
tersebut sejajar dengan bidang singgung permukaan di titik tersebut.

�Penyelesaian: Dari Contoh 4.16 diperoleh vektor satuan dalam arah
yang dimaksud adalah 〈3/5, 4/5〉. Hal ini dapat dikembangkan ke da-
lam vektor singgung dengan menambahkan koordinat ketiga menjadi
〈3/5, 4/5, 22/5〉. Untuk melihat vektor ini sejajar dengan bidang sing-
gung, dapat dihitung dengan perkalian titik dengan vektor normal bi-
dang singgung. Adapun vektor normal bidang singgung di titik (1, 2)
adalah

〈∇fx(1, 2),∇fy(1, 2),−1〉 = 〈2, 4,−1〉.

Oleh karena itu, diperoleh

〈2, 4,−1〉 · 〈3/5, 4/5, 22/5〉 =
6

5
+

16

5
− 22

5
= 0,

yang artinya vektor singgung permukaan f di titik (1, 2) dalam arah
vektor 〈3, 4〉 sejajar dengan bidang singgung permukaan di titik (1, 2).

Untuk fungsi tiga peubah, pengertian turunan berarah diberikan
pada definisi berikut.

Definisi 4.19. Turunan berarah f di titik (x0, y0, z0) dalam arah
vektor satuan u = 〈a, b, c〉 adalah

Duf(x0, y0, z0) = lim
h→0

f(x0 + ha, y0 + hb, z0 + ch)− f(x0, y0, z0)

h

jika limitnya ada.

Sedangkan pengertian gradien untuk fungsi tiga peubah, diberikan
pada definisi berikut.

Definisi 4.20. Diberikan f fungsi tiga peubah x, y dan z. Gradien
f adalah fungsi vektor ∇f yang didefinisikan oleh

∇f(x, y, z) = 〈fx(x, y, z), fy(x, y, z), fz(x, y, z)〉 =
∂f

∂x
i +

∂f

∂y
j +

∂f

∂z
k

Teorema 4.21. Diberikan f fungsi dua atau tiga peubah yang diferen-
siabel. Nilai maksimum turunan berarah Duf(x) adalah |∇f(x)| dan
itu terjadi bilamana arah vektor u sama dengan arah vektor ∇f(x).
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Bukti. Dari Definisi 4.20 dan perkalian titik dua vektor, diperoleh

Duf = ∇f · u =
∣∣∇f ∣∣|u| cos θ =

∣∣∇f ∣∣ cos θ

dengan θ adalah sudut antara ∇f dan u. Nilai maksimum dari cos θ
adalah 1 dan ini terjadi ketika θ = 0. Oleh karena itu, nilai maksimum
dari Duf adalah |∇f | dan terjadi bilamana θ = 0, yakni bilamana u
mempunyai arah yang sama dengan ∇f .

Contoh 4.22. Diberikan f(x, y) = xey. Tentukan laju perubahan
f di titik P (1, 0) dalam arah titik Q(0, 2). Dalam arah kemana f
mempunyai laju perubahan maksimum dan berapa besarnya?

Penyelesaian: ∇f(x, y) = 〈ey, xey〉. Di titik P (1, 0), diperoleh

∇f(1, 0) = 〈1, 1〉.

Vektor satuan u dalam arah vektor PQ adalah

u =
PQ

|PQ|
=
〈−1, 2〉√

5

Oleh karena itu, laju perubahan f dalam arah dari titik P ke titik Q
adalah

Duf(1, 0) = ∇f(1, 0) · u

= 〈1, 1〉 · 〈− 1√
5
,

2√
5
〉

= − 1√
5

+
2√
5

=
1√
5
.

Berdasarkan Teorema 4.21, f meningkat paling cepat dalam arah vek-
tor gradien ∇f(1, 0) = 〈1, 1〉 dengan besar laju maksimum

|∇f(1, 0)| = |〈1, 1〉| =
√

2.

Contoh 4.23. Tentukan titik pada permukaan x2 +2y2 +3z2 = 1 yang
bidang singgungnya sejajar dengan bidang 3x− y + 3z = 1.

Penyelesaian: Dua bidang sejajar apabila kedua vektor normal bi-
dang tersebut searah atau berlawanan arah. Oleh karena itu di sini
akan ditentukan titik pada permukaan yang mempunyai arah atau
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berlawanan arah dengan 〈3,−1, 3〉. Vektor normal f adalah permu-
kaan ketinggian di setiap titik sehingga cukup dicari gradien yang
searah atau berlawanan arah dengan 〈3,−1, 3〉. Gradien f adalah
∇f(x, y, z) = 〈2x, 4y, 6z〉. Jika ∇f searah atau berlawanan arah de-
ngan 〈3,−1, 3〉, maka

〈2x, 4y, 6z〉 = k〈3,−1, 3〉, untuk suatu k ∈ R.

Dari persamaan tersebut, diperoleh tiga persamaan

2x = 3k, 4y = −k, dan 6z = 3k.

Dari tiga persamaan di atas, terdapat empat bilangan anu yang belum
diketahui. Untuk mendapatkan persamaan keempat, substitusi-kan
peubah-peubah

x =
(3k

2

)
, y =

(−k
4

)
, dan z =

(3k

6

)
ke persamaan permukaan x2 + 2y2 + 3z2 = 1, sehingga didapatkan

1 =
(3k

2

)2
+ 2
(−k

4

)2
+ 3
(3k

6

)2
=

25

8
k2,

yang memberikan penyelesaian nilai k = ±2
√

2
5 .

Titik-titik yang dicari adalah(3
√

2

5
,−
√

2

10
,

√
2

5

)
dan

(
− 3
√

2

5
,

√
2

10
,−
√

2

5

)
.

4.4 Rangkuman

1. Aturan Rantai Diberikan z = f(x, y) fungsi diferensiabel ter-
hadap x dan y. Jika x = g(t) dan y = h(t) keduanya diferensiabel
terhadap t, maka z diferensiabel terhadap t dan

dz

dt
=
∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂y

dy

dt

2. Diberikan z = f(x, y) fungsi diferensiabel terhadap x dan y. Jika
x = g(s, t) dan y = h(s, t) keduanya diferensiabel terhadap s dan
t, maka

∂z

∂s
=
∂z

∂x

∂x

∂s
+
∂z

∂y

∂y

∂s
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dan
∂z

∂t
=
∂z

∂x

∂x

∂t
+
∂z

∂y

∂y

∂t

3. Diberikan u fungsi diferenesiabel atas n peubah x1, x2, · · · , xn.
Jika untuk setiap xj , j = 1, 2, · · · , n merupakan fungsi yang dife-
rensiabel atas m peubah t1, t2, · · · , tm, maka u merupakan fungsi
dari t1, t2, · · · , tm dan

∂u

∂ti
=

∂u

∂x1

∂x1

∂ti
+

∂u

∂x2

∂x2

∂ti
+ · · ·+ ∂u

∂xn

∂xn
∂ti

untuk setiap i = 1, 2, · · · ,m.

4. Turunan berarah f di titik (x0, y0) dalam arah vektor satuan
u = 〈a, b〉 adalah

Duf(x0, y0) = lim
h→0

f(x0 + ha, y0 + hb)− f(x0, y0)

h

jika limit di ruas kanan ada.

5. Jika f fungsi diferensiabel terhadap x dan y, maka f mempunyai
turunan berarah dalam arah vektor satuan sebarang u = 〈a, b〉
dan

Duf(x, y) = fx(x, y)a+ fy(x, y)b.

6. Diberikan f fungsi tiga peubah x, y dan z. Gradien f adalah
fungsi vektor ∇f yang didefinisikan oleh

∇f(x, y, z) = 〈fx(x, y, z), fy(x, y, z), fz(x, y, z)〉

=
∂f

∂x
i +

∂f

∂y
j +

∂f

∂z
k

7. Diberikan f fungsi dua peubah x dan y. Gradien f adalah
fungsi vektor ∇f yang didefinisikan oleh

∇f(x, y) = 〈fx(x, y), fy(x, y)〉 =
∂f

∂x
i +

∂f

∂y
j

8. Diberikan f fungsi dua atau tiga peubah yang diferensiabel. Ni-
lai maksimum turunan berarah Duf(x) adalah |∇f(x)| dan itu
terjadi bilamana arah vektor u sama dengan arah vektor ∇f(x).
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4.5 Latihan Soal

1. Gunakan Aturan Rantai untuk mendapatkan ∂z/∂x dari persa-
maan z = x2y − 2xy3.

2. Gunakan Aturan Rantai untuk mendapatkan ∂z/∂x dari persa-
maan z = sin (x+ y) dengan x = t2 dan y = 2t.

3. Gunakan Aturan Rantai untuk mendapatkan ∂z/∂x dari persa-
maan z = 2x2y3 dengan x = cos 2t dan y = sin t.

4. Jika z = f(x, y) dengan x = s+t dan y = s−t, tunjukkan bahwa(∂z
∂x

)2
−
(∂z
∂y

)2
=
∂z

∂s

∂z

∂t

5. Jika z = x2y dengan x = r2 + s dan y = rs2, tentukan ∂z
∂s , ∂z

∂t ,
∂2z
∂s2

, dan ∂2z
∂t2

.

6. Jika z = f(x, y) dengan x = r cos t dan y = r sin t, tunjukkan
bahwa

∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2
=
∂2z

∂r2
+

1

r2

∂2z

∂t2
+

1

r

∂z

∂r

7. Tentukan ∂z
∂x dan ∂z

∂y dari persamaan sin z = xyz.

8. Tentukan ∂z
∂x dan ∂z

∂y dari persamaan ex+y+z = sin z.

9. Diberikan F (x, y, z) = x sin (z − x2) − z cos (x− z) = 0 yang
mendefinisikan z secara implisit dari x dan y. Tentukan ∂z/∂x.

10. Tentukan turunan berarah fungsi f yang diberikan oleh f(x, y) =
ey cosx di titik (0, 0) dalam sudut θ = π/4.

11. Tentukan turunan berarah fungsi f(x, y) = x
x2+y2

di titik (1, 2)

dalam arah vektor v = 〈3, 5〉.

12. Tentukan turunan berarah fungsi f(x, y, z) = xy + xz + yz di
titik P (1,−1, 3) dalam arah ke titik Q(2, 4, 5).

13. Tentukan kecepatan maksimum perubahan f(x, y) = 4y
√
x di

titik (4, 1).
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14. Jika f(x, y) = xy, tentukan vektor gradien ∇f(3, 2) dan gunakan
ini untuk menentukan garis singgung kurva ketinggian f(x, y) =
6 di titik (3, 2). Sketsakan kurva ketinggian, garis singgung, dan
vektor gradien.

15. Di titik manakah pada paraboloida y = x2 + z2 dimana bidang
singgungnya sejajar dengan bidang x+ 2y + 3z = 1?

16. Diberikan fungsi-fungsi dua peubah f(x, y) dan g(x, y) yang di-
ferensiabel. Buktikan bahwa

a. ∇(fg) = f∇g + g∇f
b. ∇(f/g) = (g∇f − f∇g)/g2

c. ∇(fn(x, y)) = nfn−1(x, y)∇f .

4.6 Bahan Diskusi

Diskusikan dengan teman-temanmu di kelas!

1. Apakah ada titik pada hiperboloida x2−y2−z2 = 1 yang bidang
singgungnya sejajar dengan bidang z = x+ y?

2. Berikan definisi Aturan Rantai fungsi peubah banyak.
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Maksimum dan Minimum

——————————————————————————–

Tujuan yang akan dicapai setelah mahasiswa (atau pembaca)
mempelajari materi dalam bab ini diantaranya:

1. Mahasiswa dapat menjelaskan pengertian titik ekstrim dan me-
nentukan titik ektrim fungsi peubah banyak

2. Mahasiswa dapat menentukan nilai maksimum dan minimum lo-
kal dengan menggunakan Uji Turunan Kedua

3. Mahasiswa dapat menentukan nilai maksimum dan minimum
global/mutlak

4. Mahasiswa dapat menentukan nilai maksimum dan minimum de-
ngan metode Pengali Lagrange

87
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Pada matakuliah Kalkulus telah dibahas cara menentukan nilai
ekstrim fungsi satu peubah. Dalam subbab ini, teknik tersebut akan
diperumum ke fungsi peubah banyak.

5.1 Ekstrim Relatif/Lokal

Untuk mengawali subbab ini, dikenalkan terlebih dahulu pengertian
titik maksimum lokal, titik minimum lokal, nilai maksimum lokal, dan
nilai minimum lokal.

Definisi 5.1. Diberikan f fungsi dua peubah x dan y.

a. Titik (x0, y0) disebut titik maksimum relatif atau titik mak-
simum lokal f jika terdapat δ > 0 sehingga f(x, y) ≤ f(x0, y0)
untuk setiap (x, y) ∈ Bδ(x0, y0). Selanjutnya, bilangan f(x0, y0)
disebut nilai maksimum lokal f .

b. Titik (x0, y0) disebut titik minimum relatif atau titik mi-
nimum lokal jika terdapat δ > 0 sehingga f(x0, y0) ≤ f(x, y)
untuk setiap (x, y) ∈ Bδ(x0, y0). Selanjutnya, bilangan f(x0, y0)
disebut nilai minimum lokal f .

Ilustrasi titik maksimum/minimum relatif/lokal dan titik maksi-
mum/ minimum, diberikan pada Gambar 5.1.

Gambar 5.1: Titik maksimum/minimum relatif/lokal dan titik maksi-
mum/ minimum
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Selanjutnya dikenalkan titik kritis titik ekstrim dari suatu fungsi
dua peubah.

Definisi 5.2. Diberikan fungsi dua peubah f dan (x0, y0) elemen do-
main f .

i. Titik (x0, y0) disebut titik kritis f jika fx(x0, y0) = 0 dan
fy(x0, y0) = 0 atau salah satu dari turunan parsialnya di titik
(x0, y0) tidak ada.

ii. Titik (x0, y0) disebut titik ekstrim jika f(x0, y0) merupakan ni-
lai maksimum/minimum. Selanjutnya, jika (x0, y0) titik ekstrim
f , maka f(x0, y0) disebut nilai ekstrim.

Teorema 5.3. Jika f mempunyai maksimum lokal atau minimum
lokal di (x0, y0) dan turunan-turunan parsial orde satunya ada, maka
fx(x0, y0) = 0 dan fy(x0, y0) = 0.

Bukti. Diberikan fungsi satu peubah g yang didefinisikan g(x) = f(x, y0).
Jika f mempunyai maksimum lokal (atau minimum lokal) di titik
(x0, y0), maka g mempunyai maksimum lokal (atau minimum lokal)
di titik x0, sehingga g′(x0) = 0. Karena g′(x0) = fx(x0, y0) sehingga
fx(x0, y0) = 0.
Dengan cara serupa, diperoleh juga fy(x0, y0) = 0.

Contoh 5.4. Tentukan semua nilai ekstrim dari f(x, y) = y2 − x2.

Penyelesaian: Karena fx = −2x dan fy = 2y, diperoleh hanya satu
titik kritis, yakni (0, 0). Untuk setiap Bδ(x0, y0) senantiasa memuat
titik dimana f bernilai positif, begitu juga memuat titik dimana f
bernilai negatif. Oleh karena itu f(0, 0) = 0 bukan merupakan nilai
ekstrim bagi f . Jadi, f tidak mempunyai nilai ekstrim.

Teorema 5.5. Uji Turunan Kedua. Diberikan fungsi f dengan
turunan-turunan parsial keduanya kontinu pada suatu Bδ(x0, y0) de-
ngan fx(x0, y0)= 0 dan fy(x0, y0) = 0. Misalkan

D = fxx(x0, y0)fyy(x0, y0)− f2
xy(x0, y0).

a. Jika D > 0 dan fxx(x0, y0) > 0, maka f(x0, y0) merupakan nilai
maksimum lokal.

b. Jika D > 0 dan fxx(x0, y0) < 0, maka f(x0, y0) merupakan nilai
minimum lokal.
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c. Jika D < 0, maka f(x0, y0) bukan merupakan nilai maksimum
lokal atau minimum lokal. Dalam kasus ini, titik (x0, y0) disebut
titik pelana f .

d. Jika D = 0, uji gagal.

Contoh 5.6. Tentukan semua nilai maksimum lokal, nilai minimum
lokal, dan titik pelana dari fungsi f(x, y) = x4 + y4 − 4xy + 1.

Penyelesaian: fx = 4x3 − 4y dan fy = 4y3 − 4x, sehingga diperoleh
persamaan

x3 − y = 0 dan y3 − x = 0.

Dengan menyelesaikan kedua persamaan ini, diperoleh x = 0, 1,−1.
Terdapat tiga titik kritis, yakni (0, 0), (1, 1), dan (−1,−1).
Kemudian diperoleh fxx = 12x2, fxy = −4, fyy = 12y2.
D(0, 0) = −16 < 0 yang berarti titik (0, 0) merupakan titik pelana.
Karena D(1, 1) = 128 > 0 dan fxx(1, 1) = 12 > 0, maka f(1, 1) = −1
merupakan nilai minimum lokal. Dengan cara serupa, D(−1,−1) =
128 > 0 dan fxx(−1,−1) = 12 > 0 sehingga f(−1,−1) = −1 meru-
pakan nilai minimum lokal.

Contoh 5.7. Tentukan ekstrim relatif dari f(x, y) = x4y2.

Penyelesaian: Karena fx(x, y) = 4x3y2 dan fy(x, y) = 2x4y, dimana
turunan-turunan parsial ini sama dengan 0 jika x = 0 atau y = 0. Hal
ini menunjukkan bahwa semua titik sepanjang sumbu-x atau sumbu-y
merupakan titik kritis. Selanjutnya, karena

fxx(x, y) = 12x2y2, fxy(x, y) = 8x3y, dan fyy(x, y) = 2x4,

yang mana jika x = 0 atau y = 0, maka

D = fxx(0, 0)fyy(0, 0)− f2
xy(0, 0) = 0.

Hal ini menunjukkan Uji Turunan Kedua mengalami kegagalan. Na-
mun, karena f(x, y) = 0 untuk setiap titik sepanjang sumbu-x atau
sepanjang sumbu-y dan f(x, y) = x4y2 > 0 untuk titik-titik lainnya,
maka dapat disimpulkan bahwa setiap titik kritisnya merupakan titik
minimum lokal. Grafik fungsi f diberikan pada Gambar 5.2.
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Gambar 5.2: Grafik fungsi f(x, y) = x4y2

Contoh 5.8. Tentukan jarak titik asal ke permukaan z2 = x2y + 4.

Penyelesaian: Misalkan P (x, y, z) adalah titik sebarang pada permu-
kaan tersebut. Kuadrat jarak dari titik P ke titik asal adalah

d2 = x2 + y2 + z2.

Akan ditentukan koordinat titik P yang memberikan d2 minimum.
Karena P terletak pada permukaan itu, koordinatnya memenuhi per-
samaan permukaan tersebut. Selanjutnya d2 dapat dinyatakan sebagai
f fungsi dua peubah:

f(x, y) = d2 = x2 + y2 + x2y + 4

Untuk menentukan titik kritisnya, diambil fx = 0 = fy, sehingga
diperoleh

2x+ 2xy = 0 dan 2y + x2 = 0,

yang menghasilkan x = 0 atau y = −1. Oleh karena itu, titik-titik
kritisnya adalah (0, 0), (

√
2,−1), dan (−

√
2,−1).

Untuk menguji jenis keekstriman titik-titik tersebut, diperoleh

(x, y) = (0, 0)⇒ D = fx(0, 0)fy(0, 0)− f2
xy(0, 0) = 4 > 0,

(x, y) = (
√

2,−1)⇒ D = fx(
√

2,−1)fy(
√

2,−1)

−f2
xy(
√

2,−1)

= −8 < 0,
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dan

(x, y) = (−
√

2,−1)⇒ D = fx(−
√

2,−1)fy(−
√

2,−1)

−f2
xy(−

√
2,−1)

= −8 < 0.

Oleh karena itu titik (0, 0) memberikan nilai ekstrim minimum. De-
ngan mensubstitusikan x = 0 dan y = 0 ke nilai d diperoleh d = 2,
yang merupakan jarak terdekat titik asal ke permukaan.

5.2 Maksimum dan Minimum Mutlak

Pada subbab ini dikenalkan pengertian titik maksimum mutlak (titik
maksimum global), titik minimum mutlak (titik minimum global), ni-
lai maksimum mutlak (nilai maksimum global), dan nilai minimum
mutlak (nilai minimum global).

Definisi 5.9. Diberikan f fungsi dua peubah pada himpunan D ⊆ R2.

a. Fungsi f dikatakan mempunyai nilai maksimum mutlak atau
cukup dikatakan nilai maksimum di titik (x0, y0) ∈ D jika
f(x0, y0) ≥ f(x, y) untuk setiap (x, y) di D.

b. Fungsi f dikatakan mempunyai nilai minimum mutlak atau
cukup dikatakan nilai minimum di titik (x0, y0) ∈ D jika f(x0, y0)
≤ f(x, y) untuk setiap (x, y) di D.

Titik ekstrim suatu fungsi belum tentu ada. Namun, jika fungsi-
nya kontinu pada domain tertutup dan terbatas maka fungsi tersebut
mempunyai nilai maksimum dan minimum, seperti diberikan pada te-
orema berikut.

Teorema 5.10. Jika f fungsi dua peubah yang kontinu pada himpunan
D ⊆ R2 tertutup dan terbatas, maka f mencapai nilai maksimum dan
nilai minimum pada D.

Teorema 5.11. Teorema titik kritis Diberikan fungsi f : D ⊆ R→
R. Titik ekstrim dari f merupakan salah satu dari

i. Titik-stasioner, yakni titik (x, y) ∈ D yang memenuhi ∇f(x, y)
= 0;
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ii. Titik-singular, yakni titik (x, y) ∈ D dimana turunan f di titik
tersebut tidak ada;

iii. Titik-batas dari D.

Contoh 5.12. Tentukan semua titik-stasioner, titik-singular, dan titik-
batas dari fungsi f(x, y) =

√
x2 + y2 pada domain D = {(x, y)|x2 +

4y2 ≤ 1}.
Penyelesaian: Titik-singular f adalah (0, 0) (mengapa?)
Titik-batas f adalah semua titik (x, y) ∈ D yang memenuhi x2 +4y2 =
1.
f tidak mempunyai titik-stasioner pada D.

Untuk menentukan nilai maksimum dan minimum dari fungsi f
pada himpunan D tertutup dan terbatas, berikut diberikan caranya:

1. Tentukan nilai-nilai dari semua titik kritis f di D.

2. Tentukan nilai ektrim f pada titik-titik-batas dari D.

3. Nilai terbesar dari f pada butir 1 dan 2 merupakan nilai mak-
simum, dan nilai terkecil dari f pada butir 1 dan 2 merupakan
nilai minimum.

Contoh 5.13. Tentukan nilai maksimum dan minimum mutlak dari
f(x, y) = x2−2xy+2y pada persegipanjang D = {(x, y)|0 ≤ x ≤ 3, 0 ≤
y ≤ 2}.
Penyelesaian: Fungsi f merupakan polinomial, sehingga merupakan
fungsi kontinu pada himpunan tertutup dan terbatas D. Berdasarkan
Teorema 5.10, f mempunyai nilai maksimum dan juga nilai minimum
mutlak. Tahap berikutnya adalah mencari semua titik kritis. Un-
tuk mendapatkan titik-titik kritis f , turunan parsial f masing-masing
terhadap x dan y harus sama dengan nol:

fx = 2x− 2y = 0, dan fy = −2x+ 2 = 0,

sehingga diperoleh titik kritis (1, 1) dan nilainya f(1, 1) = 1.
Tahap kedua mencari nilai ekstrim f pada titik- batas persegipanjang,
diperoleh titik-titik kritisnya (0, 0), (3, 2), (3, 0), (2, 2), dan (0, 2) yang
memberikan hasil

f(0, 0) = 0, f(3, 0) = 9, f(3, 2) = 1, f(2, 2) = 0, f(0, 2) = 4.

Dengan melihat hasil-hasil di atas, disimpulkan nilai maksimum f ada-
lah 9 dan nilai minimumnya adalah 0.
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5.3 Metode Pengali Lagrange

Pandang fungsi dua peubah f(x, y) = 8x2 − 2y dengan kendala atau
konstrain x2 + y2 = 1. Ilustrasi diberikan pada Gambar 5.3.

Gambar 5.3: Fungsi f(x, y) = 8x2 − 2y dengan kendala x2 + y2 = 1

Untuk menentukan nilai maksimum dan minimum f(x, y, z) de-
ngan kendala g(x, y, z) = c (anggap nilai ekstrim g ada dan ∇g 6= 0
pada permukaan g(x, y, z) = c) adalah sebagai berikut:

(a) Tentukan semua nilai x, y, z, dan λ sedemikian hingga

∇f(x, y, z) = λ∇g(x, y, z) (5.1)

dan

g(x, y, z) = c

(b) Evaluasi nilai f di titik-titik (x, y, z) dari hasil tahap (a). Nilai
terbesarnya merupakan nilai maksimum dari f dan nilai terke-
cilnya merupakan nilai minimum dari f .

Bilangan λ pada persamaan (5.1) dinamakan pengali Lagrange.
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Teorema 5.14. Diberikan fungsi f dan g keduanya memiliki turunan
parsial pertama yang kontinu sedemikian hingga f mempunyai nilai
ekstrim di titik (x0, y0) pada kurva konstrain mulus g(x, y) = c. Jika
∇g(x0, y0) 6= 0, maka terdapat bilangan λ sedemikian hingga

∇f(x0, y0) = λ∇g(x0, y0).

Bukti: Misal diberikan kurva mulus g(x, y) = c dengan fungsi bernilai
vektor

r(t) = x(t)i + y(t)j, r′(t) 6= 0,

dengan x′ dan y′ keduanya kontinu pada selang buka I. Definisikan
fungsi h dengan h(t) = f(x(t), y(t)). Karena f(x0, y0) nilai ekstrim
dari f , maka diperoleh

h(t0) = f(x(t0), y(t0)) = f(x0, y0)

merupakan nilai ekstrim h. Hal ini mengakibatkan h′(t0) = 0, dan
dengan Aturan Rantai diperoleh

h′(t0) = fx(x0, y0)x′(t0) + fy(x0, y0)y′(t0) = ∇f(x0, y0) · r′(t0) = 0.

Dengan demikian, ∇f(x0, y0) tegak lurus dengan r′(t0). Oleh karena
itu, ∇g(x0, y0) juga tegak lurus dengan r′(t0). Akibatnya, gradien
∇f(x0, y0) sejajar dengan gradien ∇g(x0, y0), dan terdapat skalar λ
sedemikian hingga

∇f(x0, y0) = λ∇g(x0, y0).

Contoh 5.15. Tentukan nilai ekstrim fungsi f(x, y) = x2 + 2y2 pada
lingkaran x2 + y2 = 1 dengan menggunakan metode pengali Lagrange.

Penyelesaian: Akan diselesaikan∇f = λ∇g dengan g(x, y) = x2+y2 =
1. Untuk itu diperoleh

fx = λgx, fy = λgy, g(x, y) = 1,

atau
2x = 2xλ, 4y = 2yλ, x2 + y2 = 1.

Dari persamaan pertama diperoleh hasil x = 0 atau λ = 1. Jika x = 0
menghasilkan y = ±1. Jika λ = 1, maka y = 0, sehingga x = ±1.
Oleh karena itu, kemungkinan f mempunyai nilai ekstrim di titik-titik
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(0, 1), (0,−1), (1, 0), dan (−1, 0). Dengan mengevaluasi nilai f di titik-
titik tersebut, diperoleh

f(0, 1) = 2, f(0,−1) = 2, f(1, 0) = 1, f(−1, 0) = 1.

Oleh karena itu, nilai maksimum f pada lingkaran x2 + y2 = 1 adalah
2 dan nilai minimumnya 1.

Contoh 5.16. Tentukan titik-titik pada bola x2 + y2 + z2 = 4 yang
terdekat dan yang terjauh dari titik (3, 1,−1).

Penyelesaian: Jarak kuadrat titik (x, y, z) di bola ke titik (3, 1,−1)
adalah

d2 = (x− 3)2 + (y − 1)2 + (z + 1)2.

Fungsi kendalanya adalah titik (x, y, z) di bola sedemikian hingga

g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 = 4.

Dengan menggunakan metode pengali Lagrange, akan diselesaikan∇f =
λ∇g, dan g = 4. Hal ini memberikan persamaan-persamaan

2(x− 3) = 2xλ, (5.2)

2(y − 1) = 2yλ, (5.3)

2(z + 1) = 2zλ, (5.4)

dan

x2 + y2 + z2 = 4. (5.5)

Dari persamaan (5.2), memberikan

x− 3 = xλ atau x(1− λ) = 3 atau x =
3

1− λ
.

Dari persamaan (5.3), memberikan

y =
1

1− λ
.

Dari persamaan (5.4), memberikan

z = − 1

1− λ
.
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Oleh karena itu, dari persamaan (5.5), diperoleh

32

(1− λ2)
+

12

(1− λ)2
+

(−1)2

(1− λ)2
= 4.

yang mana memberikan hasil λ = 1±
√

11
2 .

Untuk λ = 1 +
√

11
2 , memberikan hasil

x =
6√
11
, y =

2√
11
, z = − 2√

11
.

Sedangkan untuk λ = 1−
√

11
2 , memberikan hasil

x = − 6√
11
, y = − 2√

11
, z =

2√
11
.

Jadi, titik di bola yang terdekat dengan titik (3, 1,−1) adalah ( 6√
11
, 2√

11
,

− 2√
11

) dan yang terjauh adalah (− 6√
11
,− 2√

11
,− 2√

11
).

Jika fungsi kendalanya ada dua, maka pada persamaan (5.1) di-
tambahkan seperti berikut:

∇f(x0, y0, z0) = λ∇g(x0, y0, z0) + µh(x0, y0, z0),

dengan λ dan µ adalah pengali-pengali Lagrange.

Contoh 5.17. Tentukan nilai maksimum fungsi f(x, y, z) = x+2y+3z
pada kurva hasil perpotongan bidang x−y+z = 1 dan tabung x2+y2 =
1.

Penyelesaian: Akan ditentukan nilai maksimum f(x, y, z) = x+2y+3z
dengan kendala g(x, y, z) = x− y+ z = 1 dan h(x, y, z) = x2 + y2 = 1.
Syarat Lagrange adalah ∇f = λ∇g + µ∇h, sehingga diperoleh

1 = λ+ 2xµ

2 = −λ+ 2yµ

3 = λ

x− y + z = 1

x2 + y2 = 1
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Dengan mengambil λ = 3, diperoleh x = −1/µ. Dengan cara serupa,
diperoleh y = 5/(2µ). Dengan mensubstitusikan hasil ini, diperoleh

1

µ2
+

25

4µ2
= 1

sehingga µ = ±
√

29/2. Oleh karena itu diperoleh

x = ± 2√
29

y = ± 5√
29

Nilai maksimum diperoleh 3 +
√

29.

5.4 Rangkuman

1. Diberikan f fungsi dua peubah x dan y.

a. Titik (x0, y0) dikatakan titik maksimum lokal f jika ter-
dapat δ > 0 sehingga f(x, y) ≤ f(x0, y0) untuk setiap
(x, y) ∈ Bδ(x0, y0). Bilangan f(x0, y0) disebut nilai mak-
simum lokal f .

b. Titik (x0, y0) dikatakan titik minimum lokal jika terdapat
δ > 0 sehingga f(x0, y0) ≤ f(x, y) untuk setiap (x, y) ∈
Bδ(x0, y0). Selanjutnya, bilangan f(x0, y0) disebut nilai
minimum lokal f .

2. Diberikan fungsi dua peubah f dan (x0, y0) elemen domain f .

i. Titik (x0, y0) disebut titik kritis f jika fx(x0, y0) = 0 dan
fy(x0, y0) = 0 atau salah satu dari turunan parsialnya di
titik (x0, y0) tidak ada.

ii. Titik (x0, y0) disebut titik ekstrim jika f(x0, y0) meru-
pakan nilai maksimum/minimum. Selanjutnya, jika (x0, y0)
titik ekstrim f , maka f(x0, y0) disebut nilai ekstrim.

3. Jika f mempunyai maksimum lokal atau minimum lokal di (x0, y0)
dan turunan-turunan parsial orde satunya ada, maka fx(x0, y0) =
0 dan fy(x0, y0) = 0.

4. Uji Turunan Kedua. Diberikan fungsi f dengan turunan par-
sial keduanya kontinu pada suatu Bδ(x0, y0) dengan fx(x0, y0) =
0 dan fy(x0, y0) = 0. Misalkan

D = fxx(x0, y0)fyy(x0, y0)− f2
xy(x0, y0).
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a. Jika D > 0 dan fxx(x0, y0) > 0, maka f(x0, y0) merupakan
nilai maksimum lokal.

b. Jika D > 0 dan fxx(x0, y0) < 0, maka f(x0, y0) merupakan
nilai minimum lokal.

c. Jika D < 0, maka f(x0, y0) bukan merupakan nilai mak-
simum lokal atau minimum lokal. Dalam kasus ini, titik
(x0, y0) disebut titik pelana f .

d. Jika D = 0, uji gagal.

5. Diberikan f fungsi dua peubah pada himpunan D ⊆ R2.

a. Fungsi f dikatakan mempunyai nilai maksimum di titik
(x0, y0) di D jika f(x0, y0) ≥ f(x, y) untuk setiap (x, y) di
D.

b. Fungsi f dikatakan mempunyai nilai minimum mutlak
di titik (x0, y0) di D jika f(x0, y0) ≤ f(x, y) untuk setiap
(x, y) di D.

6. Jika f fungsi dua peubah yang kontinu pada himpunan D ⊆ R2

tertutup dan terbatas, maka f mencapai nilai maksimum dan
nilai minimum di D.

7. Teorema titik kritis Diberikan fungsi f : D ⊆ R → R. Titik
ekstrim dari f merupakan salah satu dari

i. Titik-stasioner, yakni titik (x, y) ∈ D yang memenuhi
∇f(x, y) = 0;

ii. Titik-singular, yakni titik (x, y) ∈ D dimana turunan f
di titik tersebut tidak ada;

iii. Titik-batas dari D.

8. Diberikan fungsi f dan g keduanya memiliki turunan parsial per-
tama yang kontinu sedemikian hingga f mempunyai nilai ekstrim
di titik (x0, y0) pada kurva konstrain mulus g(x, y) = c. Jika
∇g(x0, y0) 6= 0, maka terdapat bilangan λ sedemikian hingga

∇f(x0, y0) = λ∇g(x0, y0).
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5.5 Latihan Soal

1. Tentukan semua titik kritis dari fungsi dua peubah

f(x, y) = −x4 + 2x3 + 39x2 + 10x2y− 10xy− 40x− y2− 8y− 16,

dan klasifikasikan sebagai titik minimum lokal, titik maksimum
lokal, atau titik pelana.

2. Tentukan semua titik kritis dari fungsi tiga peubah

f(x, y, z) =
10

3
x2 − 44

3
x+

64

3
− 10

3
xy +

16

3
y +

2

3
xz − 20

3
z

+
10

3
y2 +

2

3
yz +

4

3
z2,

dan klasifikasikan sebagai titik minimum lokal, titik maksimum
lokal, atau titik pelana.

3. Tentukan nilai maksimum dan minimum lokal fungsi

f(x, y) = (x− y)(xy − 2)

4. Jika D = {(x, y) ∈ R2|x2 + 4y2 ≤ 4}. Tentukan nilai maksimum
dan minimum fungsi f(x, y) = x2 + y2 − 1 pada D.

5. Hitung jarak (terdekat) titik P (1,−1, 0) ke permukaan

z =
√
xy + 4

.

6. Tentukan titik pada kerucut z2 = x2 − y2 yang paling dekat
dengan titik (4, 2, 0).

7. Tentukan titik (x, y, z) pada permukaan 4x2 + y2 − z2 = 1 yang
paling dekat dengan titik (0, 0, 0).

8. Tentukan ukuran kotak persegi panjang agar volumenya maksi-
mal jika luas permukaan total yang diberikan adalah 64 cm2.

9. Jika D = {(x, y)
∣∣|x| ≤ 1, |y| ≤ 4}, tentukan nilai maksimum dan

minimum mutlak fungsi f(x, y) = x2 + y2 + x2y + 4 pada D.
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10. Tentukan ukuran kotak yang mempunyai volume 1000 cm2 yang
mempunyai luas permukaan minimum.

11. Gunakan metode pengali Lagrange untuk menentukan nilai mi-
nimum f(x, y, z) = 4x−2y+3z dengan kendala 2x2+y2−3z = 0.

12. Tentukan nilai-nilai ekstrim f(x, y, z) = 3x− y− 3z dengan ken-
dala x+ y − z = 0 dan x2 + 2z2 = 1.

13. Tentukan nilai-nilai ekstrim f(x, y, z) = x2 + y2 + 4x− 4y pada
daerah {(x, y)

∣∣x2 + y2 ≤ 9}

5.6 Bahan Diskusi

1. Berikan pengertian titik kritis dan nilai kritis pada fungsi tiga
peubah.

2. Berikan pengertian titik kritis dan nilai kritis pada fungsi peubah
banyak (n peubah).

3. Titik (x, y) yang memenuhi hubungan ∇f(x, y) = λ∇g(x, y) di-
sebut titik kritis. Jika terdapat n (n > 1) buah titik kritis,
bagaimana menentukan titik maksimum dan minimumnya?
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Bab 6

Integral Lipat Dua

——————————————————————————–

Tujuan yang akan dicapai setelah mahasiswa (atau pembaca)
mempelajari materi dalam bab ini diantaranya:

1. Mahasiswa dapat menjelaskan pengertian jumlah Riemann atas
fungsi dua atau tiga peubah

2. Mahasiswa mampu menjelaskan integral lipat dua pada suatu
daerah sebagai integral berulang

3. Mahasiswa mampu menghitung integral lipat dua fungsi dua pe-
ubah

4. Mahasiswa mampu menghitung integral lipat dua sebagai inte-
gral berulang dengan mengubah urutan integrasi

5. Mahasiswa mampu menerapkan integral lipat dua dalam perma-
salahan sehari-hari.

103
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6.1 Integral Lipat Dua atas Persegipanjang

Pada kuliah Kalkulus, telah dikenalkan integral Riemann fungsi satu
peubah yang terdefinisi pada selang tertutup dan terbatas. Pada Kal-
kulus Peubah Banyak di bab ini, akan dikenalkan dan dibahas integral
fungsi dua peubah yang terdefinisi pada suatu daerah tertutup dan
terbatas di R2. Untuk mengawali hal itu, dikenalkan integral fungsi
dua peubah atas daerah persegipanjang dengan menganggap fungsinya
bernilai nonnegatif.

Misal diberikan fungsi f nonnegatif yang terdefinisi pada daerah
persegipanjang tertutup dan terbatas

R = {(x, y)
∣∣a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}.

Grafik fungsi f dengan persamaan z = f(x, y) yang terdefinisi pada
daerah persegipanjang R berupa permukaan, seperti diberikan pada
Gambar 6.1. Tujuan di sini adalah mencari volume benda yang berada
di bawah permukaan kurva f dan di atas daerah persegipanjang R.

Gambar 6.1: Permukaan z = f(x, y) pada daerah persegi panjang R

Tahap awal dalam menghitung volume daerah yang dimaksud ada-
lah membagi daerah R ke dalam bagian-bagian persegipanjang yang
lebih kecil. Misalkan pada selang [a, b] dibagi ke dalam m subselang
yang sama panjang dengan lebar ∆x = (b− a)/m dan membagi [c, d]
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ke dalam n subselang sama panjang dengan lebar ∆y = (d − c)/n.
Selanjutnya, dibentuk sub-subpersegipanjang

Rij = {(x, y)
∣∣xi−1 ≤ x ≤ xi, yj−1 ≤ y ≤ yj}

dengan i = 1, 2, · · · ,m dan j = 1, 2, · · · , n. Jika dipilih titik terten-
tu (x∗ij , y

∗
ij) di setiap Rij seperti Gambar 6.2, maka volume benda di

bawah permukaan f dan di atas daerah R dapat dihampiri sebagai

V ≈
m∑
i=1

n∑
j=1

f(x∗ij , y
∗
ij) ∆A

Gambar 6.2: Partisi daerah persegi panjang R ke dalam sub-
subpersegi-panjang kecil

Dengan mengambil m dan n cukup besar, diperoleh

V = lim
m,n→∞

m∑
i=1

n∑
j=1

f(x∗ij , y
∗
ij) ∆A

Definisi 6.1. Integral lipat dua fungsi f atas daerah persegi R
adalah ∫∫

R
f(x, y) dA = lim

m,n→∞

m∑
i=1

n∑
j=1

f(x∗ij .y
∗
ij)∆A

jika limitnya ada.
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Fungsi f dikatakan terintegral pada R jika limit pada Definisi
6.1 ada. Khususnya, jika f terbatas, yakni terdapat M > 0 sehingga
|f(x, y)| < M untuk setiap (x, y) di R, dan kontinu, maka f terintegral
pada R.

Teorema 6.2. Aturan Titik Tengah Integral Lipat Dua∫∫
R
f(x, y) dA ≈

m∑
i=1

n∑
j=1

f(xi.yj)∆A

dengan xi adalah titik tengah [xi−1, xi] dan yj adalah titik tengah
[yj−1, yj ].

Jika f(x, y) ≥ 0, maka volume benda V di atas daerah R dan di
bawah permukaan z = f(x, y) adalah

V =

∫∫
R
f(x, y) dA.

Contoh 6.3. Estimasikan volume benda di bawah permukaan f(x, y) =
9 − x2 − y2 dan di atas daerah persegi R = {(x, y)

∣∣0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤
y ≤ 2} dengan membagi subselang searah sumbu-x dan searah sumbu-
y masing-masing 2 dan titik terpilihnya merupakan titik tengah.

Penyelesaian:

V ≈
2∑
i=1

2∑
j=1

f(xi, yi) ∆A

= f(1/4, 1/2)
1

2
+ f(3/4, 1/2)

1

2
+ f(1/4, 3/2)

1

2
+ f(3/4, 3/2)

1

2

=
139

32
+

131

32
+

107

32
+

99

32
=

119

8
.

Beberapa sifat integral lipat dua diberikan pada teorema berikut.

Teorema 6.4. Jika f dan g keduaanya terintegral pada daerah perse-
gipanjang R, maka

1. f + g terintegral pada R dan∫∫
R

[f(x, y) + g(x, y)] dA =

∫∫
R
f(x, y) dA+

∫∫
R
g(x, y) dA.
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2. jika k konstanta, maka kf terintegral pada R dan∫∫
R
kf(x, y) dA = k

∫∫
R
f(x, y) dA

.

3. Jika f(x, y) ≤ g(x, y) untuk setiap (x, y) di R, maka∫∫
R
f(x, y) dA ≤

∫∫
R
g(x, y) dA.

6.2 Integral Berulang

Jika

R(x) =

∫ d

c
f(x, y) dy

diintegralkan terhadap x dari x = a sampai x = b, diperoleh∫ b

a
R(x) dx =

∫ b

a

∫ d

c
f(x, y) dy dx. (6.1)

Integral pada ruas kanan persamaan (6.1) disebut integral berulang,
dan biasanya dituliskan∫ b

a

∫ d

c
f(x, y) dy dx =

∫ b

a

[ ∫ d

c
f(x, y) dy

]
dx.

Contoh 6.5. Evaluasi integral berulang berikut∫ 2

0

∫ 3

1
xy2 dy dx

Penyelesaian: Dengan mengintegralkan terhadap y dan memandang x
sebagai konstanta, diperoleh∫ 3

1
xy2 dy =

1

3
xy3
∣∣∣y=3

y=1
=

1

3
x(33 − 13) =

26

3
x

Kemudian mengintegralkan terhadap x, diperoleh∫ 2

0

∫ 3

1
xy2 dy dx =

∫ 2

0

[ ∫ 3

1
xy2 dy

]
dx

=

∫ 2

0

26

3
x dx

=
26

6
x2
∣∣∣2
0

=
26

6
(22 − 02) =

52

3
.
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Selanjutnya, perhatikan dua integral berulang berikut∫ 3

0

∫ 2

0
1 + (x− 1)2 + 4y2 dy dx

dan ∫ 2

0

∫ 3

0
1 + (x− 1)2 + 4y2 dx dy

yang merupakan dua integral dengan integran yang sama namun urut-
an integrasinya dibalik. Integral pertama menghasilkan∫ 3

0

∫ 2

0
1 + (x− 1)2 + 4y2 dy dx =

∫ 3

0
y + (x− 1)2y +

4

3
y3
∣∣∣2
0
dx

=

∫ 3

0
2 + 2(x− 1)2 +

32

3
dx

= 2x+
2

3
(x− 1)3 +

32

3
x
∣∣∣3
0

= 6 +
2

3
· 8 +

32

3
· 3− (0− 1 · 2

3
+ 0)

= 44.

Sedangkan integral kedua menghasilkan∫ 2

0

∫ 3

0
1 + (x− 1)2 + 4y2 dx dy =

∫ 2

0
x+

(x− 1)3

3
y + 4y2x

∣∣∣3
0
dy

=

∫ 2

0
3 +

8

3
+ 12y2 +

1

3
dy

= 3y +
8

3
y + 4y3 +

1

3
y
∣∣∣2
0

= 6 +
16

3
+ 32 +

2

3
= 44.

Ternyata kedua integral tersebut menghasilkan nilai yang sama. Apa-
kah secara umum urutan integrasi bisa dibolak-balik? Untuk menge-
tahui hal tersebut, diberikan teorema berikut.

Teorema 6.6. Teorema Fubini. Jika f kontinu pada persegipanjang
D = {(x, y)

∣∣a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}, maka∫∫
D
f(x, y) dA =

∫ b

a

∫ d

c
f(x, y) dy dx =

∫ d

c

∫ b

a
f(x, y) dx dy
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Contoh 6.7. Evaluasi integral lipat dua∫∫
D

(x− y2) dA,

dengan D = {(x, y)
∣∣0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2}.

Penyelesaian: Karena fungsi f(x, y) = x− y2 kontinu pada D, dengan
menggunakan Teorema Fubini, diperoleh∫∫

D
(x− y2)dA =

∫ 1

0

∫ 2

0
(x− y2) dy dx

=

∫ 1

0

[
xy − 1

3
y3
]2

0
dx

=

∫ 1

0
(2x− 8

3
) dx

=
(
x2 − 8

3
x
)∣∣∣1

0
= 1− 8

3
= −5

3
.

Cara lain menyelesaikan integral di atas dengan menggunakan Teore-
ma Fubini adalah dengan mengganti urutan integral, diperoleh∫∫

D
(x− y2)dA =

∫ 2

0

∫ 1

0
(x− y2) dx dy

=

∫ 2

0

[1

2
x2 − xy2

]1

0
dy

=

∫ 2

0
(
1

2
− y2) dy

=
(1

2
y − 1

3
y3
)∣∣∣2

0

= 1− 8

3
= −5

3
.

Pada Teorema Fubini integral lipat dua, bahwasannya urutan integral-
nya bisa dibalik, sehingga bisa dipilih mana yang lebih mudah dalam
menghitung integral. Untuk lebih jelasnya, diberikan contoh berikut.

Contoh 6.8. Evaluasi ∫∫
D
y sin (xy) dA,

dengan D = {(x, y)
∣∣1 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ π}.
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Penyelesaian: Menurut Teorema Fubini∫∫
D
y sin (xy) dA =

∫ 2

1

∫ π

0
y sin (xy) dy dx

Untuk menyelesaikan
∫ π

0 y sin (xy)dy tidak mudah. Untuk itu akan
dicoba membalik urutan integralnya∫∫

D
y sin (xy) dA =

∫ π

0

∫ 2

1
y sin (xy) dx dy

=

∫ π

0

[
− cos (xy)

]x=2

x=1
dy

=

∫ π

0
(cos y − cos 2y) dy

= (sin y − 1

2
sin 2y)

∣∣∣π
0

= 0.

Teorema 6.9. Jika g terintegral pada [a, b] dan h terintegral pada
[c, d], maka gh terintegral pada persegipanjang D = [a, b]× [c, d] dan∫∫

D
g(x)h(y) dA =

∫ b

a
g(x) dx

∫ d

c
h(y) dy

Contoh 6.10. Evaluasi ∫∫
D
x cos y dA

dengan D = {(x, y)
∣∣1 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ π/2}.

Penyelesaian:∫∫
D
x cos y dA =

∫ 2

1
xdx

∫ π/2

0
cos y dy

=
[1

2
x2
]2

1

[
sin y

]π/2
0

=
1

2
(4− 1)(1− 0) =

3

2
.

Ingat kembali pengertian fungsi ganjil yang telah diberikan pada Bab
1. Berikut teorema yang berkenaan dengan sifat integral fungsi ganjil
pada cakram tertutup yang berpusat di titik asal.
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Teorema 6.11. Jika f fungsi ganjil dan terintegral pada D cakram
tertutup berpusat di titik asal, maka∫∫

D
f(x, y) dA = 0.

Pada Teorema 6.11, besarnya jari-jari cakram tertutup D tidak
berpengaruh pada hasil pengintegralan.

Contoh 6.12. Evaluasi integral∫∫
D
x2 sin (x+ y) dA,

dengan D = {(x, y)
∣∣x2 + y2 ≤ 4}.

Penyelesaian: Karena f(x, y) = x2 sin (x+ y) adalah fungsi ganjil dan
D adalah cakram tertutup yang berpusat di titik asal, berdasarkan
Teorema 6.11, diperoleh

∫∫
D x

2 sin (x+ y) dA = 0.

Akibat 6.13. Jika f fungsi simetri terhadap titik x = x0 dan terin-
tegral pada D cakram tertutup berpusat di titik x0, maka∫∫

D
f(x, y) dA = 0.

6.3 Integral Lipat Dua atas Daerah Umum

Pada integral tunggal, domain integralnya berupa selang. Untuk inte-
gral lipat dua, akan didefinisikan integral atas daerah yang lebih umum
tidak sekedar daerah persegipanjang. Sebagai tahap awal, dikenalkan
jenis-jenis daerah D pada bidang-xy.
Daerah bidang D dikatakan jenis pertama jika daerah tersebut diba-
tasi oleh dua grafik fungsi kontinu yang merupakan fungsi-fungsi dari
x, yakni

D = {(x, y)
∣∣a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)}

dengan g1 dan g2 fungsi-fungsi kontinu pada selang [a, b]. Sebagai con-
toh beberapa daerah jenis pertama dapat dilihat pada Gambar 6.3.
Daerah bidangD dikatakan jenis kedua jika daerah tersebut dibatasi

oleh dua grafik fungsi kontinu yang merupakan fungsi-fungsi dari y,
yakni

D = {(x, y)
∣∣c ≤ y ≤ d, h1(x) ≤ x ≤ h2(x)}
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Gambar 6.3: Daerah jenis pertama

dengan h1 dan h2 fungsi-fungsi kontinu pada selang [c, d]. Sebagai
contoh beberapa daerah jenis kedua dapat dilihat pada Gambar 6.4.

Gambar 6.4: Daerah jenis kedua

Teorema 6.14. Jika f kontinu pada daerah jenis pertama D = {(x, y)
∣∣a ≤

x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)}, maka∫∫
D
f(x, y) dA =

∫ b

a

∫ g2(x)

g1(x)
f(x, y) dy dx.

Teorema 6.15. Jika f kontinu pada daerah jenis kedua D = {(x, y)
∣∣h1(y)

≤ x ≤ h2(y), c ≤ y ≤ d}, maka∫∫
D
f(x, y) dA =

∫ d

c

∫ h2(y)

h1(y)
f(x, y) dx dy.
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Contoh 6.16. Evaluasi

∫∫
D

(2x+ 3y) dA

dengan D adalah daerah yang dibatasi oleh parabola y = 3x2 dan y =
1 + 2x2.

Penyelesaian: Titik potong parabola y = 3x2 dan y = 1 + 2x2 adalah
di x = ±1. Daerah D dinyatakan sebagai

D = {(x, y)
∣∣− 1 ≤ x ≤ 1, 3x2 ≤ y ≤ 1 + 2x2}

seperti diberikan pada Gambar 6.5, yang merupakan daerah jenis per-
tama.

Gambar 6.5: Daerah D = {(x, y)
∣∣− 1 ≤ x ≤ 1, 3x2 ≤ y ≤ 1 + 2x2}
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Oleh karena itu, dengan menggunakan sifat fungsi ganjil diperoleh∫∫
D

(2x+ 3y) dA =

∫ 1

−1

∫ y=1+2x2

y=3x2
(2x+ 3y) dy dx

=

∫ 1

−1
(2xy +

3

2
y2)
∣∣∣y=1+2x2

y=3x2
dx

=

∫ 1

−1

[
2x− 2x3 +

3

2
(1 + 2x2)2 − 27

2
x4)
]
dx

=

∫ 1

−1

[3

2
(1 + 2x2)2 − 27

2
x4)
]
dx

=
(
− 3

2
x5 + 2x3 +

3

2
x
)∣∣∣1
−1

= 4.

Contoh 6.17. Hitunglah volume benda pejal yang berada di bawah
paraboloida z = x2 + y2 dan daerah D di bidang-xy yang dibatasi oleh
garis y = 2x dan parabola y = x2.

Penyelesaian: Titik potong garis y = 2x dan parabola y = x2 adalah
(0, 0) dan (2, 4). Daerah D dinyatakan sebagai

D = {(x, y)
∣∣0 ≤ x ≤ 2, x2 ≤ y ≤ 2x},

seperti diberikan pada Gambar 6.6, yang merupakan daerah jenis per-
tama.

Gambar 6.6: Daerah D = {(x, y)
∣∣0 ≤ x ≤ 2, x2 ≤ y ≤ 2x}
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Oleh karena itu, deproleh∫∫
D

(x2 + y2) dA =

∫ 2

0

∫ y=2x

y=x2
(x2 + y2) dy dx

=

∫ 2

0

[
x2y +

y3

3

]y=2x

y=x2
dx

=

∫ 2

0

[14

3
x3 − x6

3
− x4

]
dx

=
[14

12
x4 − 1

21
x7 − 1

5
x5
]2

0

=
216

35
.

Jika diperhatikan, daerah D dapat pula dinyatakan sebagai

D = {(x, y)
∣∣0 ≤ y ≤ 4, y/2 ≤ x ≤ √y},

yang merupakan daerah jenis kedua.
Oleh karena itu, perhitungan integralnya diperoleh∫∫

D
(x2 + y2) dA =

∫ 4

0

∫ x=
√
y

x=y/2
(x2 + y2) dx dy

=

∫ 4

0

[x3

3
+ y2x

]x=
√
y

x=y/2
dy

=

∫ 4

0

[y3/2

3
+ y5/2 − y3

24
− y2

2

]
dy

=
2

15
y5/2 +

2

7
y7/2 − 13

96
y4
∣∣∣4
0

=
216

35
.

Sebelum masuk teorema berikutnya, diberikan dulu pengertian dua
himpunan tidak saling tumpang-tindih.
Diberikan himpunan D1 dan D2 merupakan himpunan-himpunan ba-
gian dari R2. HimpunanD1 danD2 dikatakan tidak saling tumpang-
tindih jika D0

1 ∩D0
2 = ∅.

Teorema 6.18. Diberikan D = D1 ∪ D2 dengan D1 dan D2 tidak
saling tumpang-tindih. Jika f terintegral pada D1 dan pada D2, maka
f terintegral pada D, dan∫∫

D
f(x, y) dA =

∫∫
D1

f(x, y) dA+

∫∫
D2

f(x, y) dA
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Contoh 6.19. Evaluasi

∫∫
D

(x+ 2y) dA

dengan D adalah daerah seperti diberikan pada Gambar 6.7.

Gambar 6.7: Daerah D pada Contoh 6.19

Penyelesaian Daerah D dapat didekomposisi menjadi dua, yakni D1

daerah yang berada di atas sumbu-x dan D2 daerah yang berada di
bawah sumbu-x. Daerah-daerah tersebut dapat dinyatakan sebagai

D1 = {(x, y)
∣∣0 ≤ y ≤ 4,

√
y − 2 ≤ x ≤ y − y3

16
}

dan

D2 = {(x, y)
∣∣− 4 ≤ y ≤ 0,−2 ≤ x ≤ y − y3

16
}

yang mana keduanya merupakan daerah jenis kedua. Berdasarkan
Teorema 6.18, diperoleh
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∫∫
D

(x+ 2y) dA =

∫∫
D1

(x+ 2y) dA+

∫∫
D2

(x+ 2y) dA

=

∫ 4

0

[ ∫ y− y
3

16

√
y−2

(x+ 2y) dx
]
dy

+

∫ 0

−4

[ ∫ y− y
3

16

−2
(x+ 2y) dx

]
dy

=

∫ 4

0
(
x2

2
+ 2xy)

∣∣∣y− y316√
y−2

dy +

∫ 0

−4
(
x2

2
+ 2xy)

∣∣∣y− y316
−2

dy

=

∫ 4

0

( x6

512
− 3y4

16
+

5

2
y2 +

7

2
y + 2

√
y − 2− 2y

3
2
)
dy

+

∫ 0

−4

( x6

512
− 3y4

16
+

5y2

2
+ 4y − 2

)
dy

=
172

7
− 2152

105

=
428

105

Teorema 6.20. Jika D adalah suatu daerah bagian dari R2 dengan
luas LD, maka ∫∫

D
1 dA = LD.

Teorema 6.21. Jika m ≤ f(x, y) ≤ M untuk setiap (x, y) di D dan
f terintegral pada D, maka

mLD ≤
∫∫

D
f(x, y) dA ≤MLD.

Contoh 6.22. Estimasikan∫∫
D
esinx cos y dA

dengan D adalah cakram satuan dengan pusat titik asal.

Penyelesaian: Karena −1 ≤ sinx ≤ 1 dan −1 ≤ cos y ≤ 1, sehingga
diperoleh −1 ≤ sinx cos y ≤ 1. Oleh karena itu

1

e
≤ esinx cos y ≤ e.
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Karena luas daerah D adalah LD = π(1)2 = π, dan dengan menggu-
nakan Teorema 6.21, diperoleh

π

e
≤
∫∫

D
esinx cos y dA ≤ πe.

6.4 Integral Lipat Dua dalam Koordinat Polar

Sistem koordinat polar/kutub terdiri atas sumbu polar yang berupa
setengah garis yang berimpit dengan sumbu-x positif. Setiap titik
P (x, y) pada bidang dapat dinyatakan sebagai P (r, θ) dengan r me-
nyatakan jarak antara titik asal dengan titik P , dan θ menyatakan
besar sudut yang dibentuk oleh ruas garis OP dan sumbu polar, se-
perti diberikan pada Gambar 6.8.

Gambar 6.8: Koordinat polar

Adapun hubungan antara koordinat polar dengan koordinat Cartesi-
us sebagai berikut. Jika P (r, θ) sebagai koordinat polar, maka bila
disajikan dalam koordinat Cartesius adalah P (x, y) dengan

x = r cos θ dan y = r sin θ.

Untuk sebaliknya, jika P (x, y) sebagai koordinat Cartesius, maka da-
lam koordinat polar adalah P (r, θ) dengan

r =
√
x2 + y2 dan θ = tan−1

(y
x

)
.
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Dengan mensubstitusikan x = r cos θ dan y = r sin θ, integral lipat
dua yang telah dinyatakan dalam koordinat Cartesius, sekarang bisa
disajikan dalam koordinat polar sebagai berikut∫∫

D
f(x, y) dA =

∫∫
D
f(r cos θ, r sin θ)r dr dθ.

Contoh 6.23. Evaluasi integral lipat dua∫∫
D
x2 dA

dengan D adalah daerah cincin yang dibatasi oleh lingkaran x2+y2 = 1
dan lingkaran x2 + y2 = 4, seperti diberikan pada Gambar 6.9.

Gambar 6.9: Cincin yang dibatasi oleh dua lingkaran

Penyelesaian:∫∫
D
x2 dA =

∫ 2π

0

∫ 2

1
r2 cos2 θ r dr dθ

=

∫ 2π

0

[r4

4

]2

1
cos2 θ dθ

=
15

4

∫ 2π

0
cos2 θ dθ

=
15

4

∫ 2π

0

(1

2
+

1

2
cos 2θ

)
dθ

=
15π

4
.
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6.5 Aplikasi Integral Lipat Dua

1. Luas Permukaan
Misalkan diberikan permukaan S dengan persamaan z = f(x, y) de-
ngan turunan-turunan parsial f terhadap x dan y kontinu pada suatu
daerah persegipanjang D. Di sini akan dibahas bagaimana menghi-
tung luas permukaan S yang berada di atas D. Untuk mengawali hal
itu, pertama bagi daerah D menjadi persegi-persegipanjang kecil Rij
dengan luas ∆A = ∆x∆y seperti diberikan pada Gambar 6.10.

Gambar 6.10: Luas permukaan di atas daerah D ⊂ R2

Teorema 6.24. Diberikan permukaan S dari fungsi f(x, y) yang ter-
definisi pada daerah D. Jika fx dan fy keduanya fungsi kontinu pada
D dan A menyatakan luas permukaan S, maka

A =

∫∫
D

√
1 + [fx(x, y)]2 + [fy(x, y)]2 dA

Contoh 6.25. Tentukan luas permukaan f(x, y) = x2+2y yang berada
di atas daerah segitiga dengan titik-titik sudut (0, 0), (1, 0), dan (1, 1).

Penyelesaian: Turunan-turunan parsial f terhadap x dan y, masing-
masing adalah

fx(x, y) = 2x dan fy(x, y) = 2.
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Daerah segitiga D dengan titik-titik sudut (0, 0), (1, 0), dan (1, 1) da-
pat dinyatakan sebagai

D = {(x, y)|0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x}.

Dengan menggunakan rumus luas permukaan, diperoleh

A =

∫∫
D

√
1 + [fx(x, y)]2 + [fy(x, y)]2 dA

=

∫ 1

0

∫ x

0

√
1 + 4x2 + 4 dy dx

=

∫ 1

0
x
√

5 + 4x2 dx

=
1

12
(5 + 4x2)3/2

∣∣1
0

=
1

12
(27− 5

√
5).

2. Pusat massa
Jika ρ(x, y) menyatakan kepadatan benda pelat tipis D di sebarang
titik (x, y) dalam D, maka massa total benda D diberikan oleh

M =

∫∫
D
ρ(x, y) dA.

Pusat massa atau titik berat benda D adalah di titik (x, y) dengan

x =
1

M

∫∫
D
xρ(x, y) dA,

dan

y =
1

M

∫∫
D
yρ(x, y) dA.

Contoh 6.26. Tentukan pusat massa benda dimensi dua berupa ca-
kram satuan berpusat di titik asal berjari-jari 1 yang berada pada ku-
adran I (seperempat cakram) dengan kepadatan benda ρ(x2 + y2)

Penyelesaian: Seperempat cakram yang dimaksud adalah

D = {(x, y)|x2 + y2 ≤ 1, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}.
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Karena benda D simetri terhadap garis y = x, maka cukup jelas bahwa
x = y. Massa benda D adalah (dengan mengubah ke dalam koordinat
kutub)

M =

∫ 1

0

∫ √1−x2

0
ρ(x2 + y2) dy dx

=

∫ π/2

0
ρ(r2)r dr dθ

= ρ

∫ π/2

0

1

4
r4
∣∣∣1
0
dθ

= ρ

∫ π/2

0

1

4
dθ = δ

π

8
.

Sedangkan momen terhadap sumbu-x adalah

Mx = ρ

∫ π/2

0

∫ 2

0
r4 sin θ dr dθ = ρ

∫ π/2

0

1

5
sin θ dθ =

ρ

5
.

Oleh karena itu, diperoleh

y =
Mx

M
=

8

5π
.

Jadi pusat massa benda adalah titik (x, y) = ( 8
5π ,

8
5π ).

6.6 Rangkuman

1. Integral lipat dua fungsi f atas daerah persegi R adalah∫∫
R
f(x, y) dA = lim

m,n→∞

m∑
i=1

n∑
j=1

f(x∗ij .y
∗
ij)∆A

jika limitnya ada.

2. Aturan Titik Tengah Integral Lipat Dua∫∫
R
f(x, y) dA ≈

m∑
i=1

n∑
j=1

f(xi.yj)∆A

dengan xi adalah titik tengah [xi−1, xi] dengan i = 1, 2, · · · ,m
dan yj adalah titik tengah [yj−1, yj ] dengan j = 1, 2, · · · , n.
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3. Jika f dan g keduaanya terintegral pada daerah persegipanjang
R, maka

(a) f + g terintegral pada R dan∫∫
R

[f(x, y)+g(x, y)] dA =

∫∫
R
f(x, y) dA+

∫∫
R
g(x, y) dA.

(b) jika k konstanta, maka kf terintegral pada R dan∫∫
R
kf(x, y) dA = k

∫∫
R
f(x, y) dA

.

(c) Jika f(x, y) ≤ g(x, y) untuk setiap (x, y) di R, maka∫∫
R
f(x, y) dA ≤

∫∫
R
g(x, y) dA.

4. Teorema Fubini. Jika f kontinu pada persegi panjang D =
{(x, y)

∣∣a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}, maka∫∫
D
f(x, y) dA =

∫ b

a

∫ d

c
f(x, y) dy dx =

∫ d

c

∫ b

a
f(x, y) dx dy

5. Jika g terintegral pada [a, b] dan h terintegral pada [c.d], maka
gh terintegral pada persegipanjang D = [a, b]× [c, d] dan∫∫

D
g(x)h(y) dA =

∫ b

a
g(x) dx

∫ d

c
h(y) dy

6. Jika f kontinu pada daerah jenis pertama D = {(x, y)
∣∣a ≤ x ≤

b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)}, maka∫∫
D
f(x, y) dA =

∫ b

a

∫ g2(x)

g1(x)
f(x, y) dy dx.

7. Jika f kontinu pada daerah jenis kedua D = {(x, y)
∣∣h1(y) ≤ x ≤

h2(y), c ≤ y ≤ d}, maka∫∫
D
f(x, y) dA =

∫ d

c

∫ h2(y)

h1(y)
f(x, y) dx dy.
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8. Diberikan D = D1∪D2 dengan D1 dan D2 tidak saling tumpang-
tindih. Jika f terintegral pada D1 dan pada D2, maka f terin-
tegral pada D, dan∫∫

D
f(x, y) dA =

∫∫
D1

f(x, y) dA+

∫∫
D2

f(x, y) dA

9. Jika D adalah suatu daerah bagian dari R2 dengan luas LD,
maka ∫∫

D
1 dA = LD.

10. Jika m ≤ f(x, y) ≤M untuk setiap (x, y) di D dan f terintegral
pada D, maka

mLD ≤
∫∫

D
f(x, y) dA ≤MLD.

11. Diberikan fungsi f(x, y) yang terdefinisi pada daerah D. Jika fx
dan fy keduanya fungsi kontinu, maka luas permukaan grafik f
di atas daerah D adalah∫∫

D

√
1 + [fx(x, y)]2 + [fy(x, y)]2 dA

12. Jika ρ(x, y) menyatakan kepadatan benda pelat tipis D di seba-
rang titik (x, y) dalam D, maka massa total benda D diberikan
oleh

M =

∫∫
D
ρ(x, y) dA.

Pusat massa atau titik berat benda D adalah di titik (x, y) de-
ngan

x =
1

M

∫∫
D
xρ(x, y) dA,

dan

y =
1

M

∫∫
D
yρ(x, y) dA.
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6.7 Latihan Soal

1. Hitunglah integral berulang berikut:

a.
∫ 3

1

∫ 1
0 (3xy2 − 2x) dy dx b.

∫ 1
0

∫ 2
0 y

2e3x dy dx

2. Hitunglah integral lipat∫∫
D

cos (x− y) dA

dengan D = {(x, y)
∣∣0 ≤ x ≤ π/2, 0 ≤ y ≤ π/2}.

3. Hitunglah integral lipat ∫∫
D

1 + y2

1 + x2
dA

dengan D = {(x, y)
∣∣0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}.

4. Ubalah urutan integrasi dari integral berikut∫ 9

0

∫ √9−y

0
f(x, y) dx dy

5. Ubalah urutan integrasi dari integral berikut∫ 2

1

∫ lnx

0
f(x, y) dy dx

6. Hitung volume benda pejal yang berada di bawah bidang 2x +
3y − z + 7 = 0 dan di atas persegipanjang D = {(x, y)

∣∣ − 1 ≤
x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1}.

7. Hitung volume benda pejal yang berada di oktan pertama yang
dibatasi oleh tabung z = 16− x2 dan bidang y = 4.

8. Gunakan sifat simetri untuk menghitung integral lipat∫∫
D

2xy

1 + x4
dA

dengan D = {(x, y)
∣∣− 2 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1}.
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9. Evaluasi integral ∫ 2

0

∫ 1

π
ex/y dx dy

10. Estimasi nilai integral ∫∫
D
esin(xy) dA

dengan D adalah cakram satuan dengan pusat titik asal.

11. Hitung integral ∫∫
D

1√
x2 + y2

dA

dengan D adalah anular yang berpusat di titik asal dengan jari-
jari luar 1 dan jari-jari dalam δ dengan 0 < δ < 1.

12. Tentukan luas bidang 4x + 10y + 2z = 21 yang berada dalam
tabung x2 + y2 = 9.

13. Tentukan luas paraboloida z = 4 − x2 − y2 yang berada di atas
bidang-xy.

14. Tentukan pusat massa benda dimensi dua yang dibatasi oleh
kurva-kurva x2 − 8y + 4 = 0, x2 = 4y, dan garis x = 0 pada
kuadran I dengan kepadatan benda konstan 1.

15. Tentukan pusat massa benda homogen dimensi dua yang berupa
daerah dibatasi 0 ≤ y ≤ sinx dan 0 ≤ x ≤ π

6.8 Bahan Diskusi

Diskusikan dengan teman-temanmu di kelas!

1. Jika f(x, y) kontinu pada persegipanjang [a, b]× [c, d] dan

g(x, y) =

∫ x

a

∫ y

c
f(r, s) ds dr

untuk x ∈ [a, b], y ∈ [c, d], tunjukkan gxy = gyx = f(x, y).
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2. Perhatikan daerah D seperti diberikan pada gambar berikut.

Apakah daerah D merupakan daerah jenis pertama, jenis kedua,
atau bukan jenis kedua-duanya? Jika f adalah fungsi yang ter-
integral pada D, bagaimana mengevaluasi∫∫

D
f(x, y) dA ?
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Integral Lipat Tiga

——————————————————————————–

Tujuan yang akan dicapai setelah mahasiswa (atau pembaca)
mempelajari materi dalam bab ini diantaranya:

1. Mahasiswa dapat menjelaskan pengertian jumlah Riemann atas
fungsi tiga peubah

2. Mahasiswa mampu menjelaskan integral lipat tiga pada suatu
benda pejal sebagai integral berulang

3. Mahasiswa mampu menghitung integral lipat tiga fungsi tiga
peubah

4. Mahasiswa mampu menghitung integral lipat tiga sebagai inte-
gral berulang dengan mengubah urutan integrasi

5. Mahasiswa mampu menerapkan integral lipat tiga dalam perma-
salahan sehari-hari.
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7.1 Integral Lipat Tiga atas Balok

Prosedur yang digunakan dalam mendefinisikan integral lipat tiga meng-
ikuti seperti yang digunakan pada integral lipat dua.

Definisi 7.1. Integral lipat tiga fungsi f atas R adalah∫∫∫
R
f(x, y, z) dV = lim

l,m,n→∞

l∑
i=1

m∑
j=1

n∑
k=1

f(x∗ijk, y
∗
ijk, z

∗
ijk) ∆V

jika limitnya ada.

Teorema 7.2. Jika f kontinu pada R = [a, b]× [c, d]× [r, s], maka∫∫∫
R
f(x, y, z) dV =

∫ s

r

∫ d

c

∫ b

a
f(x, y, z) dx dy dz. (7.1)

Integral ruas kanan persamaan (7.1) disebut integral berulang yang
dapat dituliskan∫ s

r

∫ d

c

∫ b

a
f(x, y, z) dx dy dz =

∫ s

r

(∫ d

c

[ ∫ b

a
f(x, y, z) dx

]
dy
)
dz.

Contoh 7.3. Evaluasi integral lipat tiga∫∫∫
R
x3yz dV

dengan R = {(x, y, z)
∣∣0 ≤ x ≤ 1,−1 ≤ y ≤ 2, 0 ≤ z ≤ 2}.

Penyelesaian:∫∫∫
R
xyz dV =

∫ 2

0

∫ 2

−1

∫ 1

0
x3yz dx dy dz

=

∫ 2

0

∫ 2

−1

[1

4
x4yz

]x=1

x=0
dy dz

=

∫ 2

0

∫ 2

−1

1

4
yz dy dz

=

∫ 2

0

∫ 2

−1

1

8
y2z
∣∣∣y=2

y=−1
dz

=

∫ 2

0

1

8
z(22 − (−1)2) dz

=

∫ 2

0

3

8
z dz

=
3

16
z2
∣∣∣z=2

z=0
=

3

16
(22 − 02) =

3

4
.
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Teorema 7.4. Jika f kontinu pada balok B = [a, b] × [c, d] × [r, s],
maka ∫∫∫

B
f(x, y, z) dV =

∫ s

r

∫ d

c

∫ b

a
f(x, y, z) dx dy dz

=

∫ d

c

∫ s

r

∫ b

a
f(x, y, z) dx dz dy

=

∫ s

r

∫ b

a

∫ d

c
f(x, y, z) dy dx dz

=

∫ b

a

∫ s

r

∫ d

c
f(x, y, z) dy dz dx

=

∫ b

a

∫ d

c

∫ s

r
f(x, y, z) dz dy dx

=

∫ d

c

∫ b

a

∫ s

r
f(x, y, z) dz dx dy,

atau dengan kata lain urutan integral di ruas kanan bisa dibolak-balik.

Contoh 7.5. Evaluasi integral berulang∫ √π/2
0

∫ √π/2
x

∫ 3

1
sin (y2) dz dy dx.

Penyelesaian: Dalam menyelesaikan integral ini tanpa mengubah urut-
an akan mengalami kesulitan. Daerah integrasi bisa dinyatakan dalam
bentuk

{(x, y, z)
∣∣0 ≤ y ≤√π/2, 0 ≤ x ≤ y, 1 ≤ z ≤ 3}.

Dengan demikian, berdasarkan Teorema 7.4, diperoleh∫ √π
2

0

∫ √π
2

x

∫ 3

1
sin (y2) dz dy dx =

∫ √π
2

0

∫ y

0

∫ 3

1
sin (y2) dz dx dy

=

∫ √π/2
0

∫ y

0
z sin (y2)

∣∣∣3
1
dx dy

=

∫ √π/2
0

∫ y

0
2 sin (y2) dx dy

=

∫ √π/2
0

2y sin (y2) dy

= − cos (y2)
∣∣∣√π/2
0

= 1.
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7.2 Integral Lipat Tiga atas Benda Pejal Umum

Misalkan diberikan daerah pejal B ⊂ R3, yang didefinisikan

B = {(x, y, z)
∣∣(x, y) ∈ D, g1(x, y) ≤ z ≤ g2(x, y)}

dengan D adalah proyeksi B pada bidang-xy, seperti diberikan pada
Gambar 7.1.

Gambar 7.1: Daerah B di dalam R3

Integral lipat tiga atas benda B diberikan dalam teorema berikut.

Teorema 7.6. Diberikan

B = {(x, y, z)
∣∣(x, y) ∈ D, g1(x, y) ≤ z ≤ g2(x, y)}

maka ∫∫∫
B
f(x, y, z) dV =

∫∫
D

[ ∫ g2(x,y)

g1(x,y)
f(x, y, z) dz

]
dA,

dengan
∫∫
D f(x, y) dA telah dijelaskan pada Bab 6.

Teorema 7.7. Diberikan fungsi tiga peubah yang kontinu pada benda
B yang didefinisikan oleh

B = {(x, y, z)
∣∣a ≤ x ≤ b, h1(x) ≤ y ≤ h2(x), g1(x, y) ≤ z ≤ g2(x, y)}

dengan h1, h2, g1, dan g2 fungsi-fungsi kontinu, maka∫∫∫
B
f(x, y, z) dV =

∫ b

a

∫ h2(x)

h1(x)

∫ g2(x,y)

g1(x,y)
f(x, y, z) dz dy dx.
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Contoh 7.8. Evaluasi
∫∫∫

B z dV dengan B adalah tetrahedron yang
dibatasi oleh empat bidang x = 0, y = 0, z = 0, dan z = 1 − x − y,
seperti diberikan pada Gambar 7.2.

Gambar 7.2: Tetrahedron

Penyelesaian:

B = {(x, y, z)
∣∣0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1− x, 0 ≤ z ≤ 1− x− y}

Berdasarkan Teorema 7.7, diperoleh∫∫∫
B
z dV =

∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y

z=0
z dx dy dx

=

∫ 1

0

∫ 1−x

0

[1

2
z2
]z=1−x−y

z=0
dy dx

=

∫ 1

0

∫ 1−x

0

1

2
(1− x− y)2 dy dx

= −1

6

∫ 1

0
(1− x)3 dx

=
1

24
(1− x)4

∣∣1
0

= − 1

24

Contoh 7.9. Evaluasi
∫∫∫

B y dV dengan B adalah benda pejal yang
berada di atas paraboloida z = x2 +y2 dan di bawah bidang z = 2 pada
oktan I.
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Penyelesaian: Benda pejal B dapat dinyatakan sebagai

B = {(x, y, z)
∣∣0 ≤ x ≤ √2, 0 ≤ y ≤

√
2− x2, x2 + y2 ≤ z ≤ 2}

Berdasarkan Teorema 7.7, diperoleh∫∫∫
B
y dV =

∫ √2

0

∫ √2−x2

0

∫ 2

x2+y2
y dz dy dx

=

∫ √2

0

∫ √2−x2

0
yz
∣∣∣2
z=x2+y2

dy dx

=

∫ √2

0

∫ √2−x2

0
y(2− x2 − y2) dy dx

=

∫ √2

0

(
y2 − x2y2

2
− y4

4

)∣∣∣√2−x2

y=0
dx

=

∫ √2

0

(x4

4
− x2 + 1

)
dx

=
8
√

2

15
.

Contoh 7.10. Nyatakan integral berulang
∫ 2

0

∫ x2
0

∫ y
0 f(x, y, z) dz dy dx

sebagai integral lipat tiga dan tuliskan sebagai integral berulang dengan
urutan pertama terhadap x, lalu terhadap z dan terhadap y.

Penyelesaian: Integral berualang dapat dinyatakan sebagai∫ 2

0

∫ x2

0

∫ y

0
f(x, y, z) dz dy dx =

∫∫∫
B
f(x, y, z) dV

dengan

B = {(x, y, z)
∣∣0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ x2, 0 ≤ z ≤ y}.

Dengan mengubah urutan, B dapat pula dinyatakan sebagai

B = {(x, y, z)
∣∣0 ≤ y ≤ 4, 0 ≤ z ≤ y,√y ≤ x ≤ 2},

sehingga diperoleh∫ 2

0

∫ x2

0

∫ y

0
f(x, y, z) dz dy dx =

∫ 4

0

∫ y

0

∫ 2

√
y
f(x, y, z) dx dz dy.

Beberapa sifat integral lipat tiga, diberikan pada teorema berikut.
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Teorema 7.11. Diberikan dua fungsi tiga peubah f(x, y, z) dan g(x, y, z)
yang keduanya terdefinisi pada benda pejal R. Jika f dan g keduanya
terintegral pada R, maka

(i). Untuk setiap c ∈ R berlaku∫∫∫
R
cf(x, y, z) dV = c

∫∫∫
R
f(x, y, z) dV.

(ii). ∫∫∫
R

[
f(x, y, z) dV ± g(x, y, z) dV

]
=

∫∫∫
R
f(x, y, z) dV

±
∫∫∫

R
g(x, y, z) dV

(iii). ∫∫∫
R
f(x, y, z) dV =

∫∫∫
R1

f(x, y, z) dV +

∫∫∫
R2

f(x, y, z) dV

dengan R1 ∪R2 = R dan R0
1 ∩R0

2 = ∅.

(iv). Jika f(x, y, z) ≤ g(x, y, z) untuk setiap (x, y, z) ∈ R, maka∫∫∫
R
f(x, y, z) dV ≤

∫∫∫
R
g(x, y, z) dV.

Teorema 7.12. Jika f fungsi ganjil dan terintegral pada B bola ter-
tutup berpusat di titik asal, maka∫∫∫

B
f(x, y, z) dV = 0.

Contoh 7.13. Evaluasi integral∫∫∫
B

(x2 + y2) sin (x+ y + z) dA,

dengan B = {(x, y, z)
∣∣x2 + y2 + z2 ≤ 1}.

Penyelesaian: Karena f(x, y) = (x2 + y2) sin (x+ y + z) fungsi ganjil
dan B adalah bola tertutup berjari-jari 1 yang berpusat di titik asal,
berdasarkan Teorema 7.12, diperoleh∫∫

B
(x2 + y2) sin (x+ y + z) dV = 0.
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Akibat 7.14. Jika f fungsi simetri terhadap titik x = x0 dan terin-
tegral pada benda B bola tertutup berpusat di titik x0, maka∫∫∫

B
f(x, y, z) dV = 0.

7.3 Aplikasi Integral Lipat Tiga

Integral lipat tiga
∫∫∫

B dV diartikan sebagai volume daerah B berdi-
mensi tiga.

Contoh 7.15. Tentukan volume benda pejal B di dalam oktan pertama
yang dibatasi permukaan x2 + 4y2 − 4z = 0 dan x2 + 4y2 + 8z = 48.

Penyelesaian:∫∫∫
B
dV =

∫ 2

0

∫ 2
√

4−x2

0

∫ (48−x2−4y2)/8

(x2+4y2)/4
dz dx dy

=

∫ 2

0

∫ 2
√

4−y2

0

3

8
(16− x2 − 4y2) dx dy

= 2

∫ 2

0

√
4− y2 dy = 6π.

Jika ρ(x, y, z) menyatakan kepadatan benda B di sebarang titik
(x, y, z) dalam B, maka massa total benda B diberikan oleh

M =

∫∫∫
B
ρ(x, y, z) dV.

Pusat massa atau titik berat B adalah di titik (x, y, z) dengan

x =
1

M

∫∫∫
B
xρ(x, y, z) dV,

y =
1

M

∫∫∫
B
yρ(x, y, z) dV,

dan

z =
1

M

∫∫∫
B
zρ(x, y, z) dV,

Contoh 7.16. Tentukan pusat massa separuh bolah pejal homogen
dengan jari-jari r.
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Penyelesaian: Misal diberikan B separuh bola pejal dengan jari-jari r
berpusat di titik asal yang memenuhi x2 + y2 + z2 ≤ r2 dengan z ≥ 0.
Dengan menggunakan sifat simetri pada separuh bola, diperoleh x =
y = 0. Karena separuh bola pejal homogen, maka ρ adalah konstanta,
sehingga untuk z adalah

z =

∫∫∫
B zρdV∫∫∫
B ρ dV

=
ρ
∫∫∫

B z dV

ρ
∫∫∫

B dV

=

∫ r
−r
∫ 0

0

∫ 0
0 z dz dy dx
2
3πr

3

=
1
4πr

4

2
3πr

3

=
3

8
r.

Momen inersia benda pejalR terhadap sumbu-x, sumbu-y, dan sumbu-
z masing-masing diberikan sebagai:

Ix =

∫∫∫
R

(y2 + z2)ρ(x, y, z) dV,

Iy =

∫∫∫
R

(x2 + z2)ρ(x, y, z) dV,

dan

Iz =

∫∫∫
R

(x2 + y2)ρ(x, y, z) dV.

7.4 Rangkuman

1. Integral lipat tiga fungsi f atas R adalah∫∫∫
R
f(x, y, z) dV = lim

l,m,n→∞

l∑
i=1

m∑
j=1

n∑
k=1

f(x∗ijk, y
∗
ijk, z

∗
ijk) ∆V

jika limitnya ada.

2. Diberikan dua fungsi tiga peubah f(x, y, z) dan g(x, y, z) yang
keduanya terdefinisi pada benda pejal R. Jika f dan g keduanya
terintegral pada R, maka

Firdaus Ubaidillah ————————————— Universitas Jember



138 Bab 7. Integral Lipat Tiga

(i). Untuk setiap c ∈ R berlaku∫∫∫
R
cf(x, y, z) dV = c

∫∫∫
R
f(x, y, z) dV.

(ii). ∫∫∫
R

[
f(x, y, z) dV ± g(x, y, z) dV

]
=

∫∫∫
R
f(x, y, z) dV

±
∫∫∫

R
g(x, y, z) dV

(iii). ∫∫∫
R
f(x, y, z) dV =

∫∫∫
R1

f(x, y, z) dV+

∫∫∫
R2

f(x, y, z) dV

dengan R1 ∪R2 = R dan R0
1 ∩R0

2 = ∅.
(iv). Jika f(x, y, z) ≤ g(x, y, z) untuk setiap (x, y, z) ∈ R, maka∫∫∫

R
f(x, y, z) dV ≤

∫∫∫
R
g(x, y, z) dV.

3. Diberikan fungsi tiga peubah yang kontinu pada benda B yang
didefinisikan oleh

B = {(x, y, z)
∣∣a ≤ x ≤ b, h1(x) ≤ y ≤ h2(x), g1(x, y) ≤ z ≤ g2(x, y)}

dengan h1, h2, g1, dan g2 fungsi-fungsi kontinu, maka∫∫∫
B
f(x, y, z) dV =

∫ b

a

∫ h2(x)

h1(x)

∫ g2(x,y)

g1(x,y)
f(x, y, z) dz dy dx.

4. Jika f fungsi ganjil dan terintegral pada B bola tertutup berpu-
sat di titik asal, maka∫∫∫

B
f(x, y, z) dV = 0.

5. Jika f fungsi simetri terhadap titik x = x0 dan terintegral pada
benda B bola tertutup berpusat di titik x0, maka∫∫∫

B
f(x, y, z) dV = 0.
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6. Jika ρ(x, y, z) menyatakan kepadatan benda B di sebarang titik
(x, y, z) dalam B, maka massa total benda B diberikan oleh

M =

∫∫∫
B
ρ(x, y, z) dV.

Pusat massa atau titik berat B adalah di titik (x, y, z) dengan

x =
1

M

∫∫∫
B
xρ(x, y, z) dV,

y =
1

M

∫∫∫
B
yρ(x, y, z) dV,

dan

z =
1

M

∫∫∫
B
zρ(x, y, z) dV,

7. Momen inersia benda pejal R terhadap sumbu-x, sumbu-y, dan
sumbu-z masing-masing diberikan sebagai:

Ix =

∫∫∫
R

(y2 + z2)ρ(x, y, z) dV,

Iy =

∫∫∫
R

(x2 + z2)ρ(x, y, z) dV,

dan

Iz =

∫∫∫
R

(x2 + y2)ρ(x, y, z) dV.

7.5 Latihan Soal

1. Evaluasi ∫∫∫
B

(x+ yz) dV

dengan

B = {(x, y, z)
∣∣0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2, 0 ≤ z ≤ 3}.

2. Evaluasi ∫∫∫
B

(x− 2y) dV

dengan

B = {(x, y, z)
∣∣0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2, 1 ≤ z ≤ x+ 1}.
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3. Evaluasi integral ∫∫∫
B

(xy − yz + xz) dV,

dengan B adalah daerah kecil yang dibatasi tabung x2+y2−2y =
0 dan bidang-bidang x = y, z = 0, dan z = 3.

4. Evaluasi integral berulang∫ 1

0

∫ x2

x

∫ y

0
xyz dz dy dx

5. Evaluasi integral lipat tiga
∫∫∫

B dV dengan B adalah bola pejal
x2 + y2 + z2 = 1.

6. Evaluasi integral lipat tiga
∫∫∫

B xyz dV dengan

B = {(x, y, z)|0 ≤ x ≤ 1, y ≤ 1− x2, 0 ≤ z ≤ 6}.

7. Ubahlah urutan integrasi integral berikut dengan urutan atas
dy, dz, lalu dx: ∫ 2

0

∫ 1

√
x

∫ 1−y

0
f(x, y, z) dz dy dx

8. Nyatakan integral berulang berikut dengan urutan dx dy dz∫ 2

0

∫ 4

2x

∫ √y2−4x2

0
dz dy dx

9. Gunakan integral lipat tiga untuk menghitung volume benda pe-
jal daerah yang dibatas oleh paraboloida y = x2 + z2 dan para-
boloida y = 8− x2 − z2.

10. Hitung volume benda pejal yang dibatasi oleh tabung x2+z2 = 4,
bidang y + 1 = 0 dan bidang y + z − 4 = 0.

11. Tentukan daerah B sehingga integral∫∫∫
B

√
1− x2 − y2 − z2 dV

bernilai maksimum.
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12. Tentukan pusat massa benda pejal yang dibatasi oleh bidang-
bidang 2x+ 3y + 6z = 12, x = 0, y = 0, dan z = 0.

13. Gunakan integral lipat tiga untuk menentukan momen inersia
terhadap sumbu-z benda

B = {(x, y, z)| − 1 ≤ x ≤ 1,−1 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1− x}

dengan kepadatan benda ρ(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2.

7.6 Bahan Diskusi

Diskusikan dengan teman-temanmu di kelas!

1. Evaluasi integral berikut dengan dengan menggunakan sifat si-
metri ∫∫∫

R
sin (x+ y + z − 4) dV

dengan R bola pejal tertutup yang berpusat di titik (1, 2, 1) de-
ngan jari-jari 1.

2. Diberikan f fungsi ganjil yang terintegral pada B bola tertu-
tup berpusat di titik asal. Nyatakan

∫∫∫
B f(x, y, z) dV dalam

koordinat kutub dan tunjukkan bahwa∫∫∫
B
f(x, y, z) dV = 0.

.
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Glosarium

B
Bidang singgung Bidang yang menyinggung permukaan dan hanya
bersekutu di satu titik dengan permukaan di suatu persekitaran titik
tersebut.

F
Fungsi dua peubah Suatu aturan yang mengkaitkan setiap pasang-
an terurut bilangan-bilangan real (x, y) di himpunan D ⊆ R2 ke tepat
satu bilangan real f(x, y).

Fungsi tiga peubah Suatu aturan yang mengkaitkan setiap pasang-
an terurut bilangan-bilangan real (x, y, z) di himpunan D ⊆ R3 ke
tepat satu bilangan real f(x, y, z).

I
Integral lipat dua Integral atas fungsi dua peubah yang terdefinisi
pada daerah di dalam R2 yang tertutup dan terbatas.

Integral lipat tiga Integral atas fungsi tiga peubah yang terdefinisi
pada daerah di dalam R3 yang tertutup dan terbatas.

K
Kurva ketinggian Proyeksi kurva permukaan pada bidang-xy yang
dibentuk dari perpotongan bidang mendatar dengan permukaan.
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Indeks

Aturan Rantai, 72, 82

Basis, 4
Bidang

singgung, 60
Bidang-

xy, 5
xz, 5
yz, 5

Bola, 20
buka, 5

Cakram buka, 5

Daerah
definisi, 8
hasil, 9

Daerah hasil, 26
Diferensiabel, 62, 64, 67, 68
Diferensial total, 63, 68
Diskontinu, 38
Domain, 8, 14

Elipsoida, 22

Fungsi
dua peubah, 7
ganjil, 23
genap, 24
rasional, 41
tiga peubah, 14

Gradien, 79, 80, 83

Grafik, 10

Hampiran linier, 62
Himpunan

buka, 7
tutup, 7

Hiperboloida
dua lembar, 20

Integral
berulang, 107, 130
lipat dua, 103, 105, 122
lipat tiga, 130, 137

Kerucut, 22
Komponen, 3
Kontinu, 38, 40, 42, 45
Koordinat, 3
Kurva ketinggian, 15
Kwadran, 4

Limit, 32, 37, 38, 44
Linierisasi, 62

Maksimum
lokal, 98

Metode
pengali Lagrange, 94

Minimum
lokal, 98

Nilai
ekstrim, 89, 98
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maksimum, 92, 99
maksimum lokal, 88, 98
maksimum mutlak, 92
minimum, 92
minimum lokal, 88, 98
minimum mutlak, 92, 99

Norm, 4

Oktan, 4

Paraboloida, 11
hiperbolik, 22

Pengali Lagrange, 94
Penjumlahan, 3
Perkalian skalar, 3
Permukaan ketinggian, 17
Persamaan

gelombang, 68
Peta kontur, 15
Peubah

bebas, 8
terikat, 8

Polinomial, 41

Range, 9, 14, 26

Selang buka, 5
Silinder parabolik, 22
Skalar, 3
Sumbu-x, 5

Teorema
Fubini, 108, 123

Terintegral, 106
Tidak terdiferensialkan, 50, 55
Titik, 3

-stasioner, 92, 99
ekstrim, 89, 98
interior, 6
kritis, 89, 98
limit, 32

maksimum lokal, 88
maksimum relatif, 88
minimum lokal, 88
minimum relatif, 88
pelana, 90

titik
-singular, 93, 99

Titik-batas, 6
Titik-dalam, 6
Titik-limit, 6
Torus, 22
Turunan

berarah, 77, 80, 83
parsial, 50, 54, 66
parsial kedua, 56
parsial pertama, 56

Uji turunan kedua, 89, 98

Vektor, 3
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