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Kata Pengantar

Puji dan syukur saya panjatkan kepada Allah SWT atas limpahan nik-
mat, rahmat, dan hidayahNya sehingga kita dapat beraktivitas sesuai
dengan apa yang telah direncanakan. Shalawat beserta salam semoga
tetap tercurahkan kepada nabi mulia Muhammad SAW.

Penyusunan buku ajar ini dimulai dengan mengenalkan definisi bi-
langan kompleks beserta sifat-sifatnya yang dibahas dalam satu bab
dan dilanjutkan dengan pengenalan fungsi kompleks. Dalam penja-
baran fungsi peubah kompleks, Anda akan diajak untuk membedakan
fungsi tersebut dengan fungsi dua variabel bilangan real pada Kalkulus
peubah banyak. Secara khusus, pada Bab 3, Anda juga akan diper-
kenalkan dengan fungsi-fungsi yang bernilai tunggal maupun banyak.
Setelah pembahasan fungsi, Anda akan diajak untuk belajar tentang
limit, kemudian kekontinuan fungsi, dan terakhir turunan. Pada Bab
4, Anda akan belajar tentang integral, kemudian dilanjutkan oleh de-
ret, residu, dan diakhiri oleh bab tentang pemetaan konformal.

Secara umum, Anda akan menemukan bahwa penyajian materi da-
lam buku ajar ini mengikuti alur penyajian pada kalkulus maupun
analisis real. Beberapa sifat yang berlaku pada topik tertentu juga di-
turunkan dari pembahasan dari analisis real. Sebagai contoh, konsep
kekontinuan pada fungsi kompleks didefinisikan sama dengan konsep
kekontinuan pada fungsi real. Begitu pula untuk pendefinisian limit
dan turunannya, Anda akan menemukan bahwa konsep tersebut ham-
pir tidak jauh berbeda dengan konsep limit dan turunan pada fungsi
dua variabel di kalkulus. Sehingga, dengan adanya familiaritas ini,
Anda akan lebih mudah untuk mempelajarinya.



ii Kata Pengantar

Selain pembahasan materinya yang disajikan secara terstruktur,
buku ajar ini juga dilengkapi dengan contoh-contoh yang divisualisa-
sikan dalam bentuk gambar. Penyajian tersebut akan memudahkan
pembaca untuk merelasikan apa yang dijelaskan dalam contoh dengan
bentuk tampilan geometrisnya. Buku ajar ini juga menyediakan so-
al latihan yang dapat Anda gunakan untuk mengetahui sejauh mana
Anda memahami materi yang telah dipelajari.

Jember, November 2019
Dr. Mohammad Fatekurrohman, S.Si., M.Si.



Prakata

Puji dan syukur kami panjatkan kepada Allah SWT atas limpahan
rahmat dan hidayahNya atas selesainya penulisan buku ajar Ana-
lisis Kompleks ini yang dapat diselesaikan dengan baik. Ucapan
terima kasih disampaikan kepada para dosen tim pengajar matakuliah
Analisis Kompleks di Jurusan Matematika Fakultas MIPA Universitas
Jember yang telah memberikan kontribusi dalam penulisan buku ini.

Analisis Kompleks adalah mata kuliah wajib semester kelima di
program studi Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahu-
an Alam Universitas Jember semenjak diberlakukan Kurikulum 2017,
terdiri dari 3 sks (3 sks kuliah tanpa praktikum). Mahasiswa yang
mengambil matakuliah ini disyaratkan telah mengikuti matakuliah
Analisis Real I dan II.

Buku Ajar Analisis Kompleks ini ditulis untuk digunakan pada per-
kuliahan Analisis Kompleks di Fakultas Matematika dan Ilmu Penge-
tahuan Alam Universitas Jember, walaupun tidak menutup kemung-
kinan untuk dipakai di perkuliahan yang lain bahkan di luar fakul-
tas. Penyusunan Buku Ajar ini dengan tujuan untuk mengefektifkan
proses pembelajaran. Pada proses pembelajaran kelas selama ini, bi-
asanya dosen memberikan penjelasan sambil mencatat di papan tulis.
Mahasiswa pada umumnya menyalin catatan tersebut dan menyimak
penjelasan dosen. Proses pembelajaran lebih banyak mendengarkan
ceramah dari dosen/pengajar.

Kegunaan dari Buku Ajar ini, untuk dosen dipakai menjelaskan
materi kuliah, sedang untuk mahasiswa sebagai pengganti catatan ku-
liah. Untuk itu waktu pembelajaran di kelas bisa digunakan secara
lebih efektif untuk caramah dan diskusi. Dalam Buku Ajar ini, dibe-
rikan contoh-contoh soal yang telah diberikan penyelesaiannya. Diha-
rapkan soal-soal yang diberikan di tiap akhir bab dapat diselesaikan
oleh mahasiswa, begitu pula bahan diskusi yang ada di tiap bab.
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iv Prakata

Penyusunan Buku Ajar ini didasarkan pada buku-buku teks yang
digunakan seperti tertulis dalam Daftar Pustaka. Semoga Buku Ajar
ini dapat bermanfaat untuk meningkatkan kualitas pembelajaran Ana-
lisis Kompleks, terlebih khusus lagi di Fakultas Matematika dan Ilmu
Pengetahuan Alam Universitas Jember.

Jember, Agustus 2019
Penulis
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himpunan bilangan asli

himpunan bilangan bulat

himpunan bilangan rasional

himpunan bilangan real

himpunan bilangan kompleks

himpunan persekitaran dari bilangan kom-
pleks zg dengan jari-jari €

bilangan imajiner (0, 1), bilangan yang jika
dikuadratkan hasilnya adalah negatif satu
elemen bilangan kompleks yang biasanya
ditulis dalam bentuk z = x + iy dengan
z,y € R

bagian real dari z

bagian imajiner dari z

invers perkalian dari bilangan kompleks
tak nol z

kompleks sekawan dari z

modulus z

jarak titik z pada bidang kompleks ke titik
asal

nilai khusus yang berada pada selang
(—m, 7], yang dibetuk oleh vektor posisi bi-
langan kompleks z dan sumbu real positif,
disimbolkan juga dengan Arg z

X1
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0 :  sudut yang dihitung dalam radian yang di-
betuk oleh vektor posisi bilangan kompleks
z, yang dihitung dari sumbu real positif
berlawanan arah dengan jarum jam, disim-
bolkan juga dengan arg z

f(2) : fungsi variabel kompleks

Ry :  range atau daerah hasil fungsi f

Dy :  domain atau daerah asal fungsi f

) :invers fungsi f(z)

u(z,y) :  bagian real dari fungsi variabel kompleks
f(z)

v(z,y) :  bagian imajiner dari fungsi variabel kom-
pleks f(z)

ug(z,y) :  turunan parsial pertama terhadap z dari
fungsi komponen u(z,y)

uy(z,y) :  turunan parsial pertama terhadap y dari
fungsi komponen u(z,y)

H,,(x,y) : turunan parsial kedua terhadap z dari
fungsi H(z,y)

Hyy(z,y) : turunan parsial kedua terhadap y dari
fungsi H(z,y)

1'(z) :  turunan fungsi f terhadap z

d% (2) :  turunan fungsi f terhadap z

) (2) :  turunan ke-n fungsi f terhadap z

In f(z) . log, f(2) (logaritma dengan basis e)

Log z :  nilai utama (principal value) darilog z, ya-

itu nilai yang diperoleh dari fungsi bernilai
banyak logaritma log z saat n =0

[ f(2) dz : anti turunan atau integral tak tentu f

f; f(z) dz : integral tentu f dari z = a ke z = b yang
tidak bergantung pada lintasan



Tinjauan Mata kuliah

Buku ajar ” Analisis Kompleks” ini merupakan bahan penunjang dalam
perkuliahan ”Fungsi Peubah Kompleks”. Mata kuliah Fungsi Peubah
Kompleks merupakan mata kuliah wajib yang ditawarkan pada semes-
ter lima. Mata kuliah Fungsi Peubah Kompleks membahas tentang
operasi hitung pada bilangan kompleks, nilai mutlak, penyajian geo-
metris bilangan kompleks, bentuk kutub dan akar bilangan kompleks,
fungsi variabel kompleks, limit dan kekontinuan, turunan, persamaan
Cauchy-Reinmann dan aturan pendifferensialan, integral fungsi peu-
bah kompleks, integral garis, teorema Cauchy- Goursat, rumus integral
Cauchy, deret, residu, dan pemetaan konformal. Capaian pembelajar-
an yang diharapkan dari mata kuliah Fungsi Peubah Kompleks ini
adalah

1. mampu memahami dan menjelaskan kembali konsep-konsep da-
lam bidang kajian Fungsi Peubah Kompleks

2. mampu menganalisis dan membuktikan beberapa sifat yang ber-
laku pada kajian Fungsi Peubah Kompleks

3. mampu menerapkan dan menyelesaikan permasalahan yang ber-
hubungan dengan konsep bidang kajian Fungsi Peubah Kom-
pleks

4. mampu mengelola dan bertanggungjawab

5. mampu bersikap etis, kreatif dan bekerjasama

Untuk dapat mengikuti perkuliahan Fungsi Peubah Kompleks, ma-
hasiswa wajib untuk mengikuti perkuliahan Analisis Real terlebih da-
hulu. Hal ini dikarenakan bahwa sebagian besar sifat-sifat yang ber-
laku pada bilangan dan fungsi kompleks diturunkan dari sifat-sifat
yang berlaku pada bilangan dan fungsi real. Pemahaman yang ma-
hasiswa dapatkan dari perkuliahan Analisis Real akan mempercepat

xiii
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pemahamannya ketika mempelajari buku ajar ini. Buku ajar ini dapat
dijadikan sebagai penuntun mandiri bagi mahasiswa. Oleh sebab itu,
untuk mempelajari topik-topik pada buku ajar ini, ada beberapa hal
yang perlu diperhatikan, yaitu:

1.

Bacalah terlebih dahulu tentang kemampuan akhir yang diha-
rapkan yang dijelaskan di awal bab.

Bacalah dengan teliti dan pahami setiap pernyataan dan alasan
untuk setiap pembuktian yang dilakukan

Kerjakan kegiatan yang disediakan dalam tiap bab secara baik
dan bertanggung jawab;

Pahami seluruh isi bab dengan cermat;

5. Kerjakan latihan di akhir bab dengan baik.

Carilah informasi pembanding dari internet atau buku lainnya
berkenaan dengan topik yang dipelajari.

Catatlah hal-hal penting yang perlu dicatat ketika mempelajari
materi pada tiap bab .

Lakukan proses pengkajian tiap bab ke dalam dua bagian, yaitu
belajar kelompok dan belajar mandiri.

Pembelajaran harus dilakukan secara bertahap dari Bab 1 sam-
pai Bab 7. Sebagai contoh, kita tidak dapat langsung memulai
pembelajaran langsung ke Bab 2 karena ada beberapa termi-
nologi dan konsep yang harus dipelajari di Bab 1. Begitupula
untuk bab-bab yang lain, kecuali kita sudah mengetahui materi
tersebut sebelumnya.



Bab 1

B

ilangan Kompleks

Setelah mahasiswa membaca dan mempelajari bab ini, kemampuan
akhir yang diharapkan secara umum adalah :

1.

2.

3.
4.

5

mampu berpikir secara kritis dan logis;

punya kemampuan dan kreativitas dalam menyelesaikan masalah-
masalah yang relevan;

dapat bertanggungjawab dalam melaksanakan tugas;
bersifat jujur, etis, kreatif, dan mampu bekerjasama;

. punya kemampuan dalam berkomunikasi melalui diskusi materi.

Sedangkan kemampuan akhir mahasiswa yang diharapkan secara
khusus adalah :

1.

menjelaskan konsep-konsep dasar bilangan kompleks, operasi-
nya, serta sifat-sifatnya;

. menjelaskan konsep yang berhubungan dengan sekawan kom-
pleks, bentuk polar, dan eksponensial dari bilangan kompleks;

menganalisis dan membuktikan sifat-sifat bilangan kompleks dan
sifat-sifat yang berhubungan dengan vektor dan modulus;

. menjelaskan konsep yang berhubungan dengan argument, akar,
dan region pada bilangan kompleks.

1



2 Bab 1. Bilangan Kompleks

5. menyelesaikan permasalahan yang berhubungan dengan konsep
dasar bilangan kompleks, operasi, sekawan kompleks, bentuk po-
lar, dan eksponensial dari bilangan kompleks.

1.1 Pengantar Bilangan Kompleks

Dalam semesta pembicaraan bilangan real, jika diberikan sebuah
persamaan z2 — 1 = 0 maka solusi realnya adalah z = 1 atau = —1.
Namun jika diberikan persamaan 22+ 1 = 0 maka persamaan ini tidak
memiliki solusi real. Hal ini dikarenakan oleh sifat dari bilangan real
yang tidak memuat akar dari bilangan negatif. Pada semesta pembi-
caraan apa persamaan 2 4+ 1 = 0 akan memiliki solusi? Jawabannya
adalah pada semesta pembicaraan bilangan kompleks. Pada bilangan
kompleks, persamaan 2 4+ 1 = 0 memiliki solusi z = i atau x = —i.

Himpunan |bilangan kompleks| yang dinotasikan dengan C, dapat
didefinisikan sebagai himpunan pasangan terurut bilangan real (z,y)
yang secara geometris dapat diinterpretasikan sebagai titik pada bi-
dang kompleks, dengan koordinat kartesisus (rectangular coordinate)
x dan y. Pada garis bilangan, bilangan real x juga direpresentasikan
sebagai titik, namun pada bidang kompleks, bilangan real x berada
pada koordinat titik (x,0) di sumbu z (selanjutnya disebut dengan
. Dalam hal ini, jelas bahwa himpunan bilangan kompleks
memuat bilangan real sebagai himpunan bagiannya, yaitu titik-titik
pada sumbu z. Bilangan kompleks (0,y) berkorespondensi dengan
titik-titik pada sumbu y yang selanjutnya disebut dengan
dengan syarat y # 0. Sumbu y ini selanjutnya disebut seba-
gai |[sumbu imaginert Bilangan kompleks (z,y) biasanya disimbolkan
dengan z (lihat Gambar dan dapat dituliskan

z=(x,y) (1.1)

Bilangan real x dan y berturut-turut disebut sebagai bagian real
(real part) dan bagian imajiner (imaginary part) dari z, masing-masing
dapat ditulis

Re(z) =z, Im(z) =y (1.2)

Bilangan kompleks z; dan 2o dikatakan sama jika masing-masing
memiliki bagian real dan imajiner yang sama, yaitu Re(z1) = Re(z2)
dan Im(z1) = Im(z2). Dengan demikian z; = z9 apabila z; dan 2z,
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e z=(x, ¥

oi=1(0,1)

o X= I['x, 0) X

Gambar 1.1: Kedudukan bilangan kompleks

memiliki titik yang sama pada bidang kompleks z. Pertanyaannya
adalah, bisakah dua bilangan kompleks z; dan z dibandingkan? Pada
bilangan real, kita dapat mengatakan bahwa x; < z9 jika posisi x;
berada di sebelah kiri xo. Bisakah argumentasi yang sama diterapkan
pada dua bilangan kompleks? Kapan bilangan kompleks z; < 207
silakan diskusikan dalam kelompok anda!

Operasi pada bilangan kompleks dapat dijelaskan sebagai berikut.
Untuk operasi penjumlahan dan perkalian pada dua bilangan kom-
pleks, misalkan bahwa

21 = (z1,1) dan 20 = (2, Y2)

masing-masing operasi secara berturut-turut didefinisikan sebagai:

21+ 22 = (21,y1) + (22, 92) = (1 + 22, Y1 + Y2), (1.3)

2120 = (x1,y1) (22, y2) = (T122 — Y1Y2, Y122 + T1Y2). (1.4)

Perhatikan bahwa operasi yang didefinisikan oleh Persamaan dan
akan menjadi operasi penjumlahan dan perkalian biasa jika semesta
pembicaraan dibatasi pada bilangan real, yaitu:

(331,0) + (xQ,O) = (.1“1 + xQ,O),
(z1,0)(z2,0) = (z122,0).

Hal ini karena sistem bilangan kompleks adalah perluasan dari sistem
bilangan real.
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Berdasarkan definisi penjumlahan pada Persamaan [1.3] suatu bi-
langan kompleks z = (z,y) dapat dituliskan z = (z,0) + (0,y) dan
dengan mudah didapatkan (0,1)(y,0) = (0,y). Oleh karenanya, z da-
pat ditulis

z=(z,0)+ (0,1)(y,0)

Jika ¢ menotasikan bilangan imajiner (0, 1), seperti yang ditunjukkan
pada Gambar maka bilangan kompleks z = (x,y) dapat ditulis
juga dalam bentuk

z =z +1y. (1.5)
Selain itu, untuk ¢ = (0, 1), diperoleh
i = (0,1)(0,1) = (—1,0)
atau
it =—1 (1.6)

Karena z = (x,y) = x+iy, definisi operasi penjumlahan dan perkalian
pada Persamaan [1.3] dan [I.4] menjadi

21+ 29 = (x1 +iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + 22) +i(y1 +y2), (1.7)

2120 = (21 +iy1) (22 + 1y2) = (z122 — Y1y2) + i(yiz2 + 21y2). (1.8)

Perhatikan bahwa sisi bagian kanan dari persamaan di atas dapat dipe-
roleh dengan memanipulasi suku-suku pada bagian kiri layaknya pada
operasi pada bilangan real dan menggantikan i menjadi —1. Selain
itu, obsevasi bagaimana Persamaan menjelaskan bahwa sebarang
bilangan kompleks jika dikalikan nol akan menghasilkan nol. Lebih
jelasnya seperti berikut:

2.0 = (x +iy)(0 +i0) = 040 = 0

untuk setiap z = x + 1y
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1.2 Sifat-sifat Aljabar Bilangan Kompleks

Pada umumnya beberapa sifat penjumlahan dan perkalian pada bi-
langan kompleks sama dengan bilangan real. Selanjutnya, kita akan
membahas mengenai sifat-sifat dasar tersebut yang disertai dengan
pembuktiannya dan sebagian dibiarkan sebagai latihan.

Sifat komutatif:

21+ 20 = 29 + 21, Z1.29 = 29.21 (1.9)

Bukti:
Misalkan bahwa z; = (z1,y1) dan z3 = (x2,y2), maka

21+ 20 = (x1,y1) + (22, 92) = (1 + 22,91 + ¥2)
=(ra+z1,y2+y1) = (x2,92) + (x1,91) = 22+ 21

2120 = (z1,y1) (22, y2) = (T122 — Y1Y2, Y122 + T1Y2)
= (wax1 — Yoy, yor1 + x2y1) = (x2,92)(T1,41) = 2221

Sifat asosiatif
(Zl + 22) +23 =21+ (22 + 23), (2122)2’3 = 21(2’223> (1.10)

Bukti:
Misalkan bahwa z1 = (21, y1), 22 = (22,¥2), dan z3 = (x3,y3), maka

(21 + 22) + 23 = (z1 + 22,11 + y2) + (x3,¥3)
= (1 + 22 + 23,91 +y2 +¥3)
= (z1,91) + (x2 + 23,92 + ¥3)
=21+ (22 + 23)

(z122)23 = (2122 — Y1y2, Y172 + T1Y2) (23, Y3)

= [(z122 — y1y2)23 — (Y172 + T1Y2)Y3, (Y172 + T1Yy2)3 + (2172 — Y1Y2)Y3]
= [@1(w273 — Y2y3) — y1(y2x3 + 2y3), Y1 (2273 — Yy2u3) + T1(y273 + T2y3)]
= (21, y1) (7273 — Y2y3, Y23 + T2Yy3)

= 21(2223)
Sifat distributif

2(21 + 22) = 2zz1 + 222 (1.11)
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Pembuktian diserahkan kepada pembaca.

Berdasarkan sifat komutatif untuk perkalian, berlaku iy = yi. Aki-
batnya kita juga dapat menuliskan z = z+iy dengan z = x+yi. Selain
itu, karena adanya sifat assosiatif maka penjumlahan z; 4+ 2o + z3 dan
perkalian z12023 tetap terdefinisi dengan baik walaupun tanpa ada
tanda kurung diantara dua bilangan kompleks, layaknya pada kasus
penjumlahan dan perkalian pada bilangan real.

Identitas penjumlahan 0 = (0,0) dan identitas perkalian 1 = (1,0)
untuk bilangan kompleks berlaku,

240 =z, z1l=z (1.12)

untuk setiap bilangan kompleks z.
Setiap bilangan kompleks z = (z, y) berasosiasi dengan invers pen-
jumlahan

—z = (—z,—y) (1.13)

yang memenuhi persamaan z + (—z) = 0. Dalam hal ini, invers
penjumlahan dari setiap bilangan z adalah tunggal, karena persa-
maan (z,y) + (u,v) = (0,0) mengakibatkan v = —z dan v = —y.
Persamaan dapat juga ditulis menjadi —z = —z — iy karena
—(iy) = (—i)y = i(—y) (silakan buktikan persamaan tersebut sebagai
latihan). Invers penjumlahan digunakan untuk mendefinisikan pengu-
rangan bilangan kompleks berikut.

21— 20 =21+ (—2’2) (1.14)
Sehingga, jika 21 = (z1,y1) dan zo = (22, y2), maka
21— 22 = (x1 — w2, 91 — y2) = (¥1 — 2) +i(y1 — y2) (1.15)

Untuk setiap bilangan kompleks tak nol z = (x, y), terdapat bilang-
an kompleks z~! sehingga z.2~! = 1. Untuk mendapatkan bilangan
kompleks 2z~ perhatikan ekspresi berikut dengan memisalkan bilangan
real u dan v, sedemikian sehingga

(z,y)(u,v) = (zu — yv,yu + xv) = (1,0)

Pada Subbab telah dijelaskan bahwa dua buah bilangan kom-
pleks z; dan z5 dikatakan sama jika memiliki bagian real dan imajiner
yang sama, schingga bilangan kompleks u dan v harus memenuhi

zu —yv =1, yu+zv =0
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Dengan menyelesaikan persamaan linier tersebut secara simultan, ma-
ka akan diperoleh

x —Y
U=—-, V= ——"—
$2+y2 $2+y2

Jadi invers perkalian dari z = (x,y) adalah

21:< x Y > 240 (1.16)

x2+y2’$2+y2

Invers perkalian z~! tidak terdefinisi untuk z = 0. Kenyataannya
bahwa, z = 0 mengakibatkan 22 + y? = 0, dan ini tidak terdefinisi
pada Persamaan [1.16

Keberadaan dari invers perkalian digunakan untuk menunjukkan
bahwa jika perkalian z; 29 = 0, maka paling sedikit salah satu faktor z;
atau zg sama dengan nol. Untuk bukti pernyataan ini, kita misalkan
saja z1.z2 = 0 dan 21 # 0. Akibatnya 2, 1 ada. Dari definisi perkalian
bilangan kompleks, diperoleh

29 = 1.29 = (zflzl)ZQ = zfl(zle) = zfl.O =0

Hal ini menunjukkan bahwa, jika z129 = 0, maka salah satu z; =0
atau zo = 0, atau mungkin keduanya z; dan zs sama dengan nol. Per-
nyataan ini ekivalen dengan mengatakan bahwa, jika bilangan kom-
pleks z1 dan 29 tak nol maka hasil perkalian z;zo tidak sama dengan
nol.

Pembagian dengan bilangan kompleks tak nol adalah didefinisikan
sebagai berikut

Zl 1

— =212 (22 #0) (1.17)
z2
Jika 21 = (z1,y1) dan zo = (z2,y2), Persamaan menjadi
A1 (1, 1) < 2 —Y2 > _ ($1$2 +y1y2 Y12 — I1y2>
Z9 ’ 23+ y2 23 + y2 w3+y: 7 23+l
(1.18)

Persamaan juga dapat dilakukan dengan cara

21 (w1 +iyn) (w2 —iy2)
2 (22 +iye) (x2 — iy2) (119)
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Selanjutnya, dari sifat perkalian dan pembagian di atas kita peroleh

z21+ 2 _ _ _ z z
L2 4zl =az g =2+ 2 (53#0)

23 Z3 <3
(1.20)

Persamaan dan dapat digunakan dalam penyelesaian per-
masalahan seperti pada contoh berikut

Contoh 1.1. Sederhanakan bilangan kompleks 24_+§Z. dalam bentuk =+
iy!

Jawab:

A+i  (A+D)(2+30)  5+14i 15 14

2-3i  (2-30)2+3) 13 1313

Beberapa sifat yang melibatkan pecahan atau pembagian mengi-
kuti relasi berikut.

o0 (0 (1.21)
22

Persamaan ini dapat diperoleh dengan mengganti nilai z; = 1 pada

Persamaan [I.17] Persamaan [I.21] memungkinkan kita, sebagai contoh,
untuk menulis Persamaan dalam bentuk

Al 1

=2(=) (22 #£0). (1.22)

z9 Z9

Selain itu, dengan mengamati persamaan berikut

(m122)(27 25 ) = (1 D22z ) =1 (21 # 0,22 #0)

maka dapat disimpulkan bahwa (z122)71 = 2{ 125 ! Persamaan m
dapat digunakan untuk menunjukkan bahwa

1 -1 —1_—1
= = =(—)(— 0 0). (1.23
T, ) =an =) (aF0a#0). (1.23)
Sifat lain yang berguna dapat diturunkan sebagai berikut

Z1%9 Z1.\,%2

=()(=)  (s3#0,24#0). (1.24)

2324 23 24

Sebagai ilustrasi, perhatikan contoh berikut.
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Contoh 1.2. Sederhanakan (515 )( 7) dalam bentuk x + iy!

Jawab:
Untuk menyelesaikan permasalahan ini, kita dapat menggunakan Per-

samaan [1.23] dan [[.T9

1 1 1
GG = (2= 3i)(1+1)
1 5+
5 —i b+
B 5+i 5+
- 5-0)((5+i) 26
5 i 5 1.
= 26 26 26 26

Sebagai akhir dari bagian ini, perlu dicatat bahwa rumus binomial
melibatkan bilangan real tetap berlaku juga untuk bilangan kompleks.
Artinya, jika z; dan zo dua bilangan kompleks, berlaku

(214 22)" = En: (Z) Rk (n=1,2,..) (1.25)

k=0

dimana

n n!
= — =0,1,2, ...

dan dimana disepakati bahwa 0! = 1. Buktinya, dengan induksi ma-
tematika, kita tinggalkan sebagai latihan.

1.3 Vektor dan Modulus

Suatu hal yang biasa bila kita mengasosiasikan setiap bilang kom-
pleks tak nol z = x + iy dengan segmen garis atau suatu vektor dari
titik asal (0,0) ke titik (z,y) yang merepresentasikan z di bidang kom-
pleks. Bahkan, kita sering menyebut z sebagai titik z atau vektor z.
Dalam Gambar bilangan kompleks z = z + ¢y dan -2+ ditun-
jukkan dengan grafik sebagai titik maupun vektornya.

Ketika 21 = x; + iy; dan 2 = 12 + iy2, hasil penjumlahan vektor
z1 dan zo

214 20 = (z1 + 22) +i(y1 + y2)
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Gambar 1.2: Penggambaran arah vektor z

berkorespondensi dengan titik (z1 + z2,y1 + y2). Penjumlahan vektor
tersebut juga berkorespondensi dengan vektor koordinat sebagai kom-
ponennya. Dengan demikian 27 + 29 dapat diperoleh secara vektor
sebagaimana ditunjukkan pada Gambar [1.3]

Gambar 1.3: Penjumlahan dua vektor dan arah vektornya

Meskipun hasil perkalian dari dua bilangan kompleks z; dan z5 me-
rupakan bilangan kompleks (lihat definisi perkalian dua buah bilangan
kompleks) yang juga dapat direpresentasikan oleh vektor, vektor ter-
sebut terletak pada bidang yang sama dengan vektor z; dan zy. Ter-
bukti, hasil ini bukanlah skalar maupun vektor yang biasa digunakan
dalam analisis vektor.

Interpretasi vektor dari bilangan kompleks sangat membantu da-
lam memperluas konsep nilai mutlak pada bilangan real untuk bidang
kompleks. atau nilai mutlak, dari bilangan kompleks z =
z + iy didefinisikan sebagai bilagan real non-negatif \/x2 + y2 dan
dinotasikan dengan |z|; yaitu,

| z|= Va2 + y? (1.26)
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Secara geometris, bilangan kompleks |z| adalah jarak antara titik
(x,y) ke titik asal, atau panjang jari-jari yang mewakili vektor z. Ke-
tika y = 0, maka |z| sama dengan nilai mutlak dalam sistem bilangan
real. Dalam hal ini, pertidaksamaan |z1 | < |z2 | memiliki arti bahwa
titik z1 lebih dekat ke titik asal daripada titik zs.

Contoh 1.3. Bilangan kompleks manakah yang lebih dekat ke titik
asal antara —3 + 2i dan 1+ 447

Jawab:

Karena | — 3+ 2i| = 1/(—3)? 422 = V13 dan |1 + 4i| = V12 + 42 =
V17, maka dapat kita simpulkan bahwa bilangan kompleks —3 + 2i
lebih dekat ke titik asal daripada bilangan kompleks 1 + 4i. |

Jarak antara dua titik z; =(z1,y1) dan zo =(x2,y2) adalah |z — z3|.
Hal ini terlihat jelas pada Gambar karena | 21 —z9 | adalah panjang
dari vektor yang direpresentasikan oleh bilangan kompleks

21— 2 =2+ (—22)

dan selain mengartikannya sebagai jari-jari vektor z; — zo, |21 — 29|
juga dapat diinterpretasikan sebagai segmen garis berarah dari titik
(z2,y2) ke titik (z1,y1). Atau dapat dituliskan dalam bentuk

21—z = (11— 1) +i(y — o)

dan dari Definisi dapat dituliskan

| 21 — 2 |= \/(351 —12)% 4 (y1 — 1)

Bilangan kompleks z berkorespondensi dengan titik-titik yang ter-
letak pada lingkaran dengan titik pusat zp dan radius R sehingga me-
menuhi persamaan |z-z¢ | = R, dan sebaliknya. Ketika kita mengacu
pada himpunan titik-titik tersebut, kita menyebutnya sebagai lingkar-
an |z-zo | = R.

Contoh 1.4. Persamaan |z — 1+ 3i| = |z — (1 — 3i)| = 2 merep-
resentasikan sebuah lingkaran dengan pusat zo = (1,—3) dan radius
R=2

Dari Definisi bagian real dari |z|, yakni Re(z) = z, dan
Im(z) = y menghasilkan persamaan
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¥

Gambar 1.4: Jarak antara dua bilangan kompleks

| z|*= (Re 2)® + (Im 2)? (1.27)

Oleh karena itu,
Re(z) < |Re(2)| < |z| dan Im(z) < [Im(z)] < |z| (1.28)

Sekarang kita dapat beralih ke pertidaksamaan segitiga, dimana
kita dapat menentukan batas atas dari modulus penjumlahan dua bi-
langan kompleks z; dan zo

|z1+ 22| <|z1|+]21] (1.29)

Pertidaksamaan yang penting ini secara geometris dapat dilihat pada
Gambar karena pertidaksamaan tersebut menyatakan bahwa pan-
jang salah satu sisi dari segitiga lebih kecil atau sama dengan jumlah
dari panjang dua sisi segitiga yang lain. Kita juga dapat melihat pa-
da Gambar [I.3]bahwa Pertidaksamaan sebenarnya adalah sebuah
persamaan ketika 0, z1, dan z5 terletak pada satu garis. Akibat dari
ketidaksamaan segitiga adalah

’Zl—f—ZQ’ZHZl‘—’ZQ’}. (1.30)
Untuk menurunkan Pertidaksamaan kita dapat menuliskan
lal=](a+2)+(—2)|<|lat+tznl+|-—2],

yang berarti
|21+ZQ|Z‘21‘—’22|. (1.31)
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Pertidaksamaan berlaku ketika | z; | > | 22 |. Jika | z; | <
| z2 |, kita hanya perlu merubah z; dan z9 pada Pertidaksamaan m
sehingga didapat persamaan

| at+ta |2 —(al-]2l),

Pertidaksamaan [L.30| menyatakan dengan jelas bahwa panjang salah
satu sisi segitiga lebih besar atau sama dengan selisih dari dua sisi
lainnya. Karena |—z3| = |29| salah satu dapat menggantikan zo de-
ngan —zp di dalam Pertidaksamaan dan Untuk meringkas
penyelesaian ini, diperoleh

|21 % 22| < [21]+]22], (1.32)
|Z1 + ZQ‘ 2 “21| - ’ZQH. (133)
Dengan mengombinasikan Pertidaksamaan dan didapat :
|[21] = |22]| < |21 & 22| < |21+ 2] (1.34)
Contoh 1.5. Jika titik z berada pada lingkaran |z| = 1 dengan pusat
titik asal, maka berdasarkan Pertidaksamaan dan berlaku
‘2’1—2| < ‘21’+2:3

dan
-2 > ||l —2 =1

|
Pertidaksamaan segitiga dapat digeneralisasi dengan meng-

gunakan induksi matematika untuk sejumlah hingga bilangan kom-
pleks:

| zi+2+.4z | <| 2|+ ]2 |+ | 20 | untuk n=2,3,... (1.35)

Sifat Lanjutan Jika 21, 29, 23, . . . , 2, merupakan sejumlah hingga bi-
langan kompleks maka berlaku sifat dibawah ini :

(1) |z122 | = |21 | |22 | atau |z1z9..2p | = |21 ] |22 |--|2n |
21 21 ..

@ 12 =2 a2 0
29 ’ZQ ’

(3) |z1422 | < |21 |+ |22 | atau |z1+zo+... 425 | < |21 |[+|22 [+ 4|20 |

(4) |z1Eza | > |21 | - |22 |
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1.4 Kompleks Sekawan

[Kompleks sekawan), atau cukup sekawan, dari bilangan kompleks
z = x + 1y didefinisikan sebagai bilangan kompleks = — 7y dan dinota-
sikan dengan Z, yaitu

Z=x— 1y (1.36)

Bilangan Z direpresentasikan oleh titik (z, —y), yang merupakan hasil
pencerminan terhadap sumbu real dari z dari titik (x, y) yang merepre-
sentasikan bilangan kompleks z (lihat Gambar [1.5)). Sebagai catatan,

Z = z dan [z| = |7|

untuk semua z.

(x, 1)

- SRS E—

]

(x.—¥)

Gambar 1.5: Kompleks sekawan

Jika z; = x1 4 ty1 dan 29 = x9 4 tyo2, maka
21+ 22 = (21 +22) —i(y1 +y2) = (z1 — iy1) + (22 — iy2).

Sehingga sekawan dari penjumlahan sama dengan penjumlahan dari
masing-masing sekawan:

ntn=7A+7% (1.37)

dengan cara seperti di atas, dapat dengan mudah ditunjukkan bahwa

21— 29 = 21— 22 (138)

212y = Z1-22 (139)
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dan

Z1 21
—) == 0 1.40
(=2 (@2#0 (1.40)
Penjumlahan z + Z dari bilangan kompleks z = x + ¢y dan sekawannya
z = x — 1y adalah bilangan real 2z, dan selisih z — Z adalah bilangan
imajiner 2¢y. Oleh karena itu,

Re(z) = Z;Z dan Im(z) = 22_,2
i

(1.41)

hal yang penting yang berhubungan dengan bilangan komplek sekawan
dari z = = + iy ke modulusnya adalah

2Z = |z|%, (1.42)

dimana setiap ruas sama dengan z24y2. Seperti yang ditunjukkan dari
persamaan z1/z2 dari pernyataan , berdasarkan kedua perkalian
dari pembilang dan penyebut dari z1/z9 oleh Z3, sehingga penyebut
menjadi bilangan real |2z5|%.

Contoh 1.6. Sebagai ilustrasi

—1+3i _ (C1430)Q2+0) 545 545
= = = = — VA
2—i (2 —i)(2+1) 2 —if2 5

Persamaan ([1.42)) digunakan sebagai persamaan sifat dari modulus
untuk sifat sekawan, ditulis sebagai berikut

|z122] = |21]|22] (1.43)
and
I EN
— = — z 0 1.44
2|~ Tl (22 #0) (1.44)

Sifat (|1.43)) dapat disederhanakan sebagai berikut
2120/ = (2122) (7172) = (2122)(Z122) = (2171) (22%2) = |21[?|22f” = (|z1[2])?

sehingga dari persamaan di atas tidak pernah negatif. Sifat (1.44)
dapat diselesaikan dengan cara yang sama.
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Contoh 1.7. Dari persamaan diketahui bahwa |22| = |z|> dan
23] = |2|3. Sehingga, jika z terletak di dalam lingkaran dengan pusat
titik asal dan jari-jari 2, maka |z| < 2, dari Pertidaksamaan
diperoleh

|23 4322 — 22+ 1) < |22 + 3|22 + 2|2 + 1 < 25.

1.5 Bentuk Eksponensial

Misalkan r dan 6 adalah koordinat polar dari (z,y) yang bersesu-
alan dengan bilangan kompleks tak nol z =  +iy. Karena x = rcos 6
dan y = rsinf, bilangan z dapat ditulis dalam bentuk polar sebagai

z =r(cosf +isinb). (1.45)

Jika z = 0, koordinat 6 tidak terdefinisi; oleh karena itu diasumsikan
bahwa z #£ 0 setiap kali koordinat polar digunakan.

Dalam analisis kompleks, bilangan real r tidak boleh negatif karena
r merujuk pada panjang jari-jari vektor z; yaitu r = |z|. Bilangan real
0 merepresentasikan suatu sudut yang dihitung dalam radian, yang
dihitung dari sumbu real positif (lihat Gambar [1.6)).

¥

I\,__,,/ 2

Gambar 1.6: Penyajian bilangan kompleks dalam koordinat polar
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Seperti pada kalkulus, # memiliki nilai tak hingga dari nilai yang mung-
kin, termasuk nilai yang negatif, yang berbeda secara keseluruhan da-
lam kelipatan 27. Nilai-nilai tersebut dapat ditentukan dari persama-
an tanf = ¥, dimana letak kuadrannya mengacu pada titik-titik dari
nilai z yang telah ditentukan. Setiap nilai 6 disebut argument dari
z, dan himpunan dari nilai-nilai tersebut dilambangkan dengan arg z.
(principal value) dari arg z, dinotasikan dengan Arg z,
adalah nilai khusus © yang berada pada selang —m < © < w. Dalam
hal ini,

argz = Argz +2nm, n=(0,£1,£2,...). (1.46)

Ketika z adalah bilangan real negatif, maka Argz memiliki nilai 7,
bukan —r.

Contoh 1.8. Bilangan kompleks —1 —1 yang terletak di kuadran tiga,

memiliki principal argument _T?”r, yaity

Arg(—1—1) = _T?ﬂr

Sebagai catatan, principal argument berada pada selang —m < 6 <
__ om

m,sehingga tidak benar bahwa Arg(—1 —1i) = °f

Berdasarkan Persamaan
. —3m
arg(—1 —1i) = e +2nm, n=(0,£1,£2,...).

Perhatikan bahwa Arg z di ruas kanan pada Persamaan dapat
diganti dengan nilai tertentu pada arg z dan dapat ditulis sebagai
berikut,

5
arg(—1 — i) = Tﬂ tonm,  n=(0,£1,42,..).

Simbol € atau exp(if), dapat didefinisikan dengan rumus Euler
sebagai berikut,

¥ = cosf +isin®, (1.47)
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dimana 6 adalah besaran sudut dalam radian. Ini memungkinkan un-
tuk ditulis dalam bentuk polar pada Persamaan lebih lengkapnya
ditulis dalam bentuk eksponensial sebagai,

z=re?, (1.48)
Sebagai ilustrasi, perhatikan contoh berikut.

Contoh 1.9. Bilangan —1 —i dalam Contoh[I.8 memiliki bentuk eks-
ponensial

1—i=2exp [i(%’”)}. (1.49)

Dengan kesepakatan bahwa e~ = e!=9 dapat ditulis —1 — i =

\/ie#. Pernyataan m tentu saja hanyalah salah satu dari sejum-
lah tak hingga kemungkinan untuk bentuk eksponensial —1 — ¢:

1= expli( =T

+2n7m)], n=(0,£1,£2,...). (1.50)
|

Perhatikan bagaimana Persamaan dengan » = 1 memberik-
an deskripsi bahwa bilangan e berada pada lingkaran yang berpusat
pada titik asal dengan panjang radius satu, seperti yang ditunjukkan
pada Gambar Berdasarkan gambar tersebut, nilai ¢? dapat de-
ngan mudah ditentukan tanpa mengacu pada rumus Euler. Sebagai
contoh,

eiﬂ- = —17 eiT = —’L.’ da,n €_i47r = 1 (151)

Perhatikan juga pada persamaan
z=Re?,  (0<6<2n). (1.52)

adalah representasi parametrik dari lingkaran |z| = R, dengan pusat
titik asal dan berjari-jari R. Ketika parameter 6 berubah dari § = 0
sampai § = 2, titik z akan dimulai dari sumbu bilangan real positif
dan bergerak dalam bentuk lingkaran dengan arah berlawanan arah
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Gambar 1.7: Bentuk eksponensial bilangan kompleks

jarum jam. Umumnya, lingkaran |z — z9| = R, yang berpusat pada 2
dan jari-jarinya adalah R, memiliki representasi parametrik

z=204+ Re?,  (0<6<2n). (1.53)

Hal ini dapat dilihat dengan vektor (lihat Gambar dengan z se-
bagai titik yang bergerak dalam bentuk lingkaran |z — z9| = R dengan
arah yang berlawanan dengan jarum jam yang berkorespondensi de-
ngan jumlah dari vektor zy dan vektor dengan panjang R yang mem-
punyai sudut kemiringan 6 dengan selang dari § = 0 sampai 6§ = 2.

1.6 Perkalian dan Perpangkatan dalam Ben-
tuk Eksponensial

Dalam trigonometri kita mengetahui bahwa e memiliki sifat pen-

jumlahan yang mirip dengan fungsi eksponensial di kalkulus:
e1ei2 = (coshy + isinf)(cosby + isinds)
= (cosbcoshy — sinbysinby) + i(sinbycosbhs + cosbisinbs)

= cos(01 + 0) + isin(f; + O9) = ryrpet®1102)

jika z; = r1€1 dan z9 = T2€i02, maka perkalian zjzo memiliki bentuk
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'L.F

Gambar 1.8: Koordinat polar eksponensial

eksponensial:

2179 = rlrgeiel eif2 — 7‘1T2€i(61+92) (1.54)

Selain itu untuk

21 1 et

— e _Tiei-62) 1.55
z9 1o €2 7“26 (1.55)

Dari Persamaan dan fakta bahwa 1 = 1e°, dapat dicari invers
dari bilangan kompleks tidak nol z = re?? adalah

1 1 _,
pl=C = (1.56)
z

Persamaan [1.54], [1.55] dan [T.56]tentu mudah diingat dengan mengguna-
kan aturan aljabar biasa untuk bilangan real dan e”.

Hal penting lainnya yang diperoleh dengan menerapkan aturan un-
tuk bilangan real ke z = e’ yakni

2= ™ (= 0, +1, 42, ...) (1.57)

Kita dapat dengan sangat mudah membuktikan bahwa persamaan
tersebut berlaku untuk bilangan positif n dengan memakai induksi
matematika. Secara khusus, dapat kita lihat bahwa ketika n = 1 maka
Persamaan menjadi z = re®?. Selanjutnya kita asumsikan bahwa
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persamaan tersebut valid untuk n = m, dimana m adalah bilangan
positif. Berdasarkan ekspresi pada Persamaan [1.54] untuk perkalian
dua bilangan kompleks tak nol dalam bentuk eksponensial dimana
n = m + 1, diperoleh:

m+1 10, m im0 _ rm—l—lei(m-l—l)@

z =z2" =re"r"e

Jadi, dapat disimpulkan bahwa Persamaan valid untuk n bi-
langan positif. Persamaan tersebut juga valid untuk n = 0, yaitu
29 = 1. Selain itu, jika n = —1. — 2,..., kita definisikan 2" dalam
bentuk perkalian invers dari z, dan ditulis

2" = (z7Hm dimana m=-n=12 ..

Selanjutnya, karena Persamaan berlaku untuk bilangan po-
sitif, maka dari bentuk eksponensial pada Persamaan dari 271,
diperoleh

1 . 1 ) 1 , .
o [761(79)]m — (7)mezm(79) — (7)fn€z(fn)(70) — pneind (n —

r r T
~1,-2,.).
Ekspresi Persamaan dapat diterapkan untuk semua bilangan
(termasuk bilangan negatif). Persamaan dapat digunakan un-
tuk menemukan hasil perpangkatan dari bilangan kompleks walaupun

dalam bentuk kartesius (rectangular form) dan hasil yang diinginkan
juga dalam bentuk itu. Sebagai ilustrasi, perhatikan contoh berikut.

Contoh 1.10. Untuk menentukan (v/34i)7 maka dapat ditulis dengan

(V3+14)T = (2e6)7 = 27e''s = (2067)(2e'6) = —64(v/3 + ).

Selanjutnya, jika r = 1, maka Persamaan [1.57] menjadi
(e = ei?, (n=0,£1,%2,...), (1.58)

dan ditulis dalam bentuk
(cos@ +isinf)" = cosnb + isinnb, (n=0,£1,£2,..), (1.59)

Rumus ini dikenal sebagai rumus de Moivre.. Perhatikan contoh beri-
kut.
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Contoh 1.11. Rumus pada Persamaan[1.59 untuk n = 2 akan meng-
hasilkan

(cos@ + isin#)? = cos 20 + i sin 260
atau
cos? f — sin 0 + i2sin 0 cos O = cos 20 + i sin 20

Berdasarkan sifat kesamaan dua bilangan kompleks, dipeoleh iden-
titas trigonometri yang sudah familiar, yaitu

cos 20 = cos? § — sin? 6, sin 20 = 2sin 6 cos 6
|
1.7  Argument dari Perkalian dan Pembagian
Misalkan bahwa z; = rie't dan z9 = r9€'2, maka persamaan
2129 = riree’ O1102) (1.60)

pada Subbab dapat digunakan untuk mendapatkan identitas pen-
ting yang melibatkan argument:

arg (z1z2) = arg z1 + arg zo (1.61)

Hasil ini mengartikan bahwa jika nilai dari dua atau tiga (nilai ba-
nyak) argument ditentukan, maka ada nilai ke-tiga sedemikian hingga
persamaan tersebut terpenuhi.

Kita mulai untuk pembuktian Persamaan dengan memisalkan
01 dan 65 yang menunjukkan nilai sebarang dari arg z; dan arg zs
beturut-turut. Persamaan [1.60| mengatakan bahwa 6; dan 62 adalah
nilai dari arg (z122) (Lihat Gambar [1.9)).

Di sisi lain, jika nilai dari arg (z122) dan arg z; sudah ditetapkan,
nilai tersebut akan sesuai dengan beberapa pilihan dari n dan n; pada
persamaan

arg (z122) = (01 + 02) + 2nmw (n=0,£1,%£2,....)



Bab 1. Bilangan Kompleks 23

Gambar 1.9: Representasi z1, zo dan 2129

dan
arg z1 = 01 + +2nym (np =0,£1,£2,....)
Karena
(01 + 02) + 2nm = (01 + 2n17) + [02 + 2(n — nq) 7]
Persamaan akan terpenuhi ketika nilai
arg zo = 03 +2(n — ny)mw

yang dipilih. Pembuktian ketika nilai dari arg (z122) dan arg z9 sudah
ditetapkan mengikuti alur pembuktian di atas.

Contoh 1.12. Jika z1 = —1 dan z3 = i, maka
Arg(z120) = Arg(—i) = — 5 tetapi Argz1 + Arg s =7+ 5 = 37”
[ ]

Pada Contoh jika kita mengambil nilai-nilai arg(z1) dan arg(z2)
yang barusan digunakan dan memilih nilai

Arg(z120) + 21 = =5 + 21 = =
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dari arg(z122), kita menemukan bahwa Persamaan sesuai. Selain
itu, Persamaan juga menuntun kita pada ekspresi
1

Arg(z—Q) = AT921(22)_1 = Argzs + Arg((zg)_l)

dan karena
gl = (71? i
kita dapat melihat bahwa
arg(z) ™! = argz (1.62)
maka
arg(z—;) = argzy — argzs (1.63)

Persamaan dapat diartikan bahwa himpunan semua nilai pada
ruas kiri adalah sama dengan himpunan semua nilai di ruas kanan.
Persamaan [1.63] juga dapat disimpulkan dengan cara yang sama de-
ngan Persamaan Sebagai ilustrasi, perhatikan contoh berikut.

Contoh 1.13. Temukan principal argument Arg(z) dari

—2

1++3i

Jawab:
Dapat kita amati bahwa

argz = arg(—2) — arg(1 + V/3i).
Karena
Arg(-2) = dan Arg(1 4+ V/3i) = Z,

maka salah satu nilai dari argz adalah 27 /3. Karena 27/3 berada
diantara —7 dan 7, maka dapat disimpulkan bahwa Arg(z) = 27 /3.1
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1.8 Akar Bilangan Kompleks

Jika diberikan suatu permasalahan sebagi berikut.

Contoh 1.14. Tentukan nilai z yang memenuhi persamaan 2> =

—21 — 20¢

Jawab:

Permasalahan ini masih dapat dengan mudah diselesaikan dengan meng-
gunakan sifat-sifat bilangan kompleks yang telah kita pelajari sebelum-
nya. Misalkan bahwa z = x + iy maka

(x4 iy)? = =21 — 20i & (22 — y?) + 2zyi = —21 — 204
Berdasarkan sifat kesamaan bilangan kompleks, diperoleh
2 -y =21 2zy=-20 (1.64)

Berdasarkan Ekspresi diperoleh

10

, (1.65)

xTr =

Dengan menyubstitusikan nilai x ke Ekspresi bagian pertama,
diperoleh

100

— —y* =21 100 — y' = —21y°

Y
Sehingga dipeoleh nilai y yang memenuhi yaitu y = 5 atau y = —5.
Jika nilai y ini disubstitusikan ke Persamaan maka dipeoleh nilai
x = —2 pada saat y = 5 atau x = 2 pada saat y = —5. Sehingga, nilai
z yang memenuhi adalah z = —2 + 5¢ atau z = 2 — 5:. |

Pertanyaan lanjutannya adalah, bagaimana jika permasalahan ter-
sebut kita ubah menjadi 2> = —21 — 20i? Berapakah nilai z yang
memenuhi?

Sekarang pertimbangkan sebuah titik z = re'?, yang berada pada
lingkaran dengan pusat titik asal dengan radius r (lihat Gambar.
Pada saat nilai # meningkat, z bergerak melingkar berlawanan arah
dengan jarum jam. Pada saat tertentu, ketika nilai # meningkat sam-
pai pada 27w, maka z kembali ke titik awal, dan hal yang sama juga
akan terjadi manakala nilai & menurun sampai pada 27.
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Gambar 1.10: Ilustrasi akar bilangan kompleks

Berdasarkan gambar tersebut, dapat kita lihat bahwa dua bilangan
kompleks tidak nol

0

z1 =re’ dan 29 =Te

adalah sama jika dan hanya jika
T1=T9 dan 01 = 0 + 2km

dimana k adalah bilangan bulat (k= 0,41, £2,...).

Observasi ini, dan fakta bahwa 2" = "¢ sebagai hasil pangkat
n dari bilangan kompleks z = re?, sangat berguna dalam mencari
akar pangkat ke-n dari sebarang bilangan kompleks tak nol zg = re'®,
dimana n memiliki sebuah nilai n = 2, 3,.... Metode tersebut dimulai
dengan sebuah fakta bahwa akar pangkat ke-n dari zy adalah sebuah

bilangan tak nol z = re®’ sedemikian sehingga 2" = zp, atau

n _inf

e = ryet

Berdasarkan pada pernyataan yang telah di cetak miring sebelumnya,
maka

n

r" =1y dan nl = 0y + 2km

dimana k adalah sebarang bilangan bulat (k = 0, £1, £2, . . .). Jadi,
r = {/ro, dimana akar ini menotasikan bilangan positif real ry yang
merupakan akar pangkat ke-n, dan

- 0o + 2k
- n n n

0 2k
b , 2km

0 dimana (k=0,£1,%2,...)
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Sebagai konsekuensi, bilangan kompleks

2
z = \”/rgexp[i(@ + ﬁ)] dimana (k=0,£1,£2,...)
n n

adalah akar pangkat ke-n dari zp. Kita dapat melihat dengan cepat
dari bentuk eksponensial ini bahwa semua titik tersebut berada pa-
da lingkaran |z| = {/ro dengan titik asal sebagai titik pusatnya dan
daerahnya terbagi sama rata dengan jarak %’T radian, dimulai dengan
nilai argument %0. Sangat jelas bahwa semua akar-akar yang berbeda
tersebut diperoleh ketika £k = 0,1,2,...,n — 1, dan tidak ada akar-akar
lainnya yang akan mucul dengan nilai k yang lain. Misalkan bahwa
¢, untuk (k = 0,1,2,...,n — 1) menotasikan akar-akar yang berbeda
tersebut, maka ¢, dapat dituliskan sebagai berikut.

% | 2km

cp = %exp[z(z + )] dimana (k‘ =0,%1,£2, ) (166)

n

Seperti yang terlihat pada Gambar

LT

Gambar 1.11: Posisi bilangan kompleks ¢,

Bilangan {/ro adalah panjang dari setiap jari-jari vektor yang me-
representasikan akar ke-n. Akar pertama cy memiliki argument %0,
dan akar keduanya ketika n = 2 berada pada ujung yang berlawanan,
yaitu pada sebuah diameter lingkaran |z| = {/rg, sehingga akar kedu-
anya menjadi —cg. Ketika n > 3, akar-akarnya berada pada titik-titik
suatu poligon segi n beratulran yang menyinggung lingkaran tersebut.

Kita misalkan bahwa 205 menotasikan sebuah himpunan dari akar
ke-n dari zyp. Khususnya, jika zy adalah sebuah bilangan real positif
1

ro, maka lambang 7"05 menotasikan keseluruhan dari himpunan akar-
akar, dan lambang {/ro pada Persamaan disediakan untuk salah
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satu akar positif. Ketika nilai dari 8y digunakan dalam Persamaan
yang merupakan nilai argument utama (the principal value) dari
arg(zp) (—m < 6y < m), bilangan kompleks ¢y dirujuk sebagai akar
utama (principal root). Sehigga, ketika zp merupakan bilangan riil
positif dari 79, maka akar utamanya adalah {/rq.

Perhatikan Persamaan jika kita menulis persamaan tersebut
dalam bentuk

0 12k
ck = /1o exp (zi) exp (Z rf) dimana (k= 0,£1,42,..)

(1.67)
wp =exp | i—
n

maka berdasarkan Persamaan diperoleh

dan misalkan bahwa

2%k
Wk = exp (zw> dimana  (k=0,+1,42,..)  (1.68)
mn

dan oleh karenanya didapatkan
cr =cowt  dimana  (k=0,+1,+2,..) (1.69)

Bilangan kompleks ¢y tentunya dapat diganti dengan sebarang bilang-
an yang merupakan akar pangkat ke-n dari zg, karena w, sendiri me-
representasikan suatu rotasi yang berlawanan arah dengan jarum jam
sejauh 27 /n radian.

Akhirnya, cara termudah yang dapat digunakan untuk mengingat
Persamaan [1.66] adalah dengan menuliskan zp dalam bentuk umum
eksponensial

20 = roe! @) dimana (b =0,41,42,...) (1.70)

dan dengan menerapkan sifat pecahan eksponensial yang melibatkan
bilangan riil, diperoleh (ingat bahwa tepat ada n akar yang berbeda):

1 . 1/n
2§ = (TO ez(@o+2kz7r))

= /o exp <z(90+n2k7r>>

2
— (L/T»O erp <’L <90 + kﬂ.)) , dimana (kﬁ = 0, :i:]., :|:2, )

o (1.71)
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Jika kita gunakan Persamaan dan fakta bahwa zo = ro(cos 0+
isin #) sesuai Persamaan maka diperoleh

1 0 2k
2y = ¥ro exp (z <T?+7T>>

n

( <90 2k7r> . <90 2k7r>>
= {yrolcos| — 4+ — | +esin| — + —
n n n n

dimana k =0,£1,+£2,....
Berikut diberikan beberapa contoh penyelesaian soal yang berhu-
bungan dengan akar bilangan kompleks.

(1.72)

Contoh 1.15. Tentukan nilai z yang memenuhi persamaan z" =1

Jawab:

Persamaan 2" = 1 dapat kita tulis dalam bentuk z = 11/, Jika kita
misalkan bahwa zg = 1 maka kita peroleh nilai p = 0 dan rg = 1,
sehingga berdasarkan Persamaan diperoleh

n n n

dengan k = 0,1,2,...,n — 1. Ketika n = 2, maka akar-akar tersebut
ada, dan akarnya adalah 4+1. Ketika n > 3, titik-titik akarnya berada
pada poligon beraturan segi-n yang menyinggung lingkaran |z| = 1,
dengan satu titik berkorespondensi dengan akar utama z = 1 pada
saat (k = 0). Jika kita misalkan bahwa

2k
Wy, = exp (zw) (1.74)
n

maka berdasarkan Persamaan diperoleh
2k
w,lfj =exp <z7r> ) dimana (k=0,1,2,....,n—1)
n

Sehingga akar-akar ke-n berbeda yang memenuhi permasalahan terse-

but adalah
2 n—1

1, wp,w;, ...

Lihatlah Gambar dimana kasus n = 3,4, dan 6 akan diilustrasik-
an. Perlu dicatat bahwa w]! = 1.
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e o ——

Gambar 1.12: Akar-akar dari 2z = 1 untuk kasus n = 3,4, dan 6

Jika ¢ adalah sembarang akar ke-n tertentu dari bilangan kom-
pleks tak nol zg, himpunan dari akar-akar ke-n dapat dituliskan dalam
bentuk

¢, Cwn, w2, ... e
Ini dikarenakan perkalian dari sebarang bilangan kompleks tak nol

oleh w, meningkatkan argument dari bilangan tersebut dengan 2%

yang mana modulusnya tidak berubah.

)

Jika ingin menggunakan bentuk polar, kita dapat menggunakan
Persamaan [1.72] untuk menemukan bilangan kompleks z yang meme-

nuhi
2
2k = 11" = YT exp (2 (0 " lm»
n n
2k
= exp (zﬁ) (1.75)
n
<2k7r> . <2k7r>
=cos| — | +sin| —
n n
dengan £ =0,1,2,....n — 1. |
Contoh 1.16. Tentukan nilai z yang memenuhi persamaan z3 = —8i
Jawab:
Persamaan z° = —8i dapat kita tulis dalam bentuk z = (—8i)'/3. Jika
kita misalkan bahwa zy = —8i maka kita peroleh nilai ) = —7/2 dan

ro = 8, sehingga zg dapat ditulis zg = 8 exp (z (—g + 2k:7r)) dengan
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k =0,+1,42,... dan berdasarkan Persamaan diperoleh

cx = (=8i)/3 = I8 eap (z <—76T + 2];)7r)>

=2exp|1 —E—i-%l
= P 6 3 )

dengan k = 0,1, 2. Titik-titik akarnya berada pada segitiga sama sisi
yang menyinggung lingkaran |z| = 2, dan membagi daerah menjadi ti-
ga bagian yang sama mengelilingi lingkaran setiap 273 radian, dimulai
dengan akar utama (lihat Gambar

00:2exp<i (—%)) :2<cos%—isin%> =V3—i

Tanpa menggunakan perhitungan yang lebih jauh lagi, dengan cepat
dapat diketahui bahwa c¢; = 2i, dan karena co simetris terhadap cy
pada sumbu imaginernya, maka dapat disimpulkan bahwa cp = /3 —1i.
Akar-akar ini tentunya juga bisa dituliskan dalam bentuk

2
Cp, Cows, Cows

dimana

2k
wk = e:np(i%) dengan k=1,2

(Lihat keterangan pada bagian akhir dari Contoh |1.15).

Contoh 1.17. Tentukan nilai z yang memenuhi persamaan z*> = /3+
i

Jawab:

Persamaan 22 = /341 dapat kita tulis dalam bentuk z = (\/§+i)1/2.
Jika kita misalkan bahwa zg = v/3+i maka kita peroleh nilai 6y = = /6
dan ry = 2, sehingga zy dapat ditulis zg = 2 exp (z (% + 2/<:7r)) dengan
k=0,+1,42,... dan berdasarkan Persamaan diperoleh

o= (V3+ )2 = 2 eap (z (gﬂ’;”))

=2 exp (z (%—l—kﬂ)),
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Gambar 1.13: Tlustrasi akar pangkat tiga z = (—8i)!/?

dengan k = 0,1. Titik-titik akarnya berada pada diameter lingkaran
|z| = 2, dan membagi daerah menjadi dua bagian yang sama meng-
elilingi lingkaran setiap 7 radian, dimulai dengan akar utama (lihat

Gambar [1.14)

co = V2 exp <Z (l)) = ﬁ(cosl —isinl)

12

12 12

Gambar 1.14: Tlustrasi akar pangkat dua bilangan kompleks z = (v/3+
i)l/?
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Berdasarkan identitas trigonometri, diketahui bahwa

1 1-—
COSQ(g) _ +cosoz’ San(g) _ cosa
2 2 2 2
sehingga diperoleh
1 ™ V3. 2443
2
cos” 5 2( +0086) (1+ 5 ) 1
1 V3, 2—4/3
.2
L Z(l—cos=)= (1 - X2y =
S 1o 2( 6086) ( 5 ) 1
Akibatnya
2+V3 243 1 :
COZ\@(\/ 1 +z\/ 7 )zﬁ(\/2+\/§+2\/2—x/§)

Karena ¢; = —c¢p, kedua akar kuadrat dari v/3 + ¢ adalah

i\g(\&—i— V3 +iy/2—V3).

1.9 Daerah dalam Bidang Kompleks

Pada subbab ini akan dibahas beberapa konsep topologi bilangan
kompleks. Pembahasan topologi bilangan kompleks hanya menyang-
kut istilah dan ilustrasi geometris, tanpa analisis lebih dalam. Bebe-
rapa hal yang akan dibahas adalah: titik interior, titik eksterior dan
titik batas suatu himpunan di bidang kompleks, cakram, himpunan
terbuka, himpunan tertutup, closure, himpunan terhubung, dan do-
main.

Jika 2y suatu titik di bidang kompleks dan 0 < r < oo, maka :

A (z0,7) ={z: |z — 20| <1}
A* (20,7) ={z : [z — 20| <7} - {20}

A={z:]z—2|<r}
K (z0,7) ={2z: |z — 20| =1}
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masing-masing disebut cakram terbuka, cakram terbuka terhapus, cak-
ram tertutup, dan lingkaran. Titik zg disebut pusat lingkaran dan r
adalah jari-jari. Cakram terbuka digunakan untuk mendefinisikan titik
interior, titik eksterior dan titik batas himpunan.

Pada bagian ini, kita akan fokus membahas mengenai bilangan
kompleks, atau titik pada bidang z dan kedekatan titik satu dengan
titik yang lain. Dasar kita dalam pembahasan ini adalah konsep dari

sebuh perselarar] -
|z — 20| < € (1.76)

dari titik tertentu 2y, dimana terdiri dari semua titik z dalam bidang
tetapi tidak pada lingkaran yang berpusat di zy dan dengan sebuah
tetapan jari-jari e positif (lihat Gambar|[1.15]). Ketika nilai e dipahami

et

=i

0

Gambar 1.15: Representasi |z — zp|

dan bernilai abstrak dalam pembahasan ini, himpunan pada Persa-
maan sering disebut hanya sebagai persekitaran. Terkadang akan
lebih mudah menyebutnya sebagai sebuah deleted neighborhood. Se-
dangkan

0<|z—2|<e (1.77)

terdiri dari semua titik z di persekitaran € dari zg kecuali untuk titik
2o itu sendiri.

Sebuah titik zg dikatakan atau titik-dalam himpunan
S jika ada beberapa persekitaran dari zg yang hanya memuat titik-titik

dari §. Sedangkan sebuah titik zg disebut atau titk-luar
S ketika ada suatu persekitaran dari zg yang tidak berisi titik-titik di



Bab 1. Bilangan Kompleks 35

S. Jika titik zg tidak masuk dalam keduanya yaitu interior maupun
eksterior, maka titik zp tersebut disebut (boundary point)
S. Sebuah titik batas adalah sebuah titik yang semua persekitarannya
memuat minimal satu titik di S dan minimal satu titik tidak berada di
S. Keseluruhan dari semua titik batas disebut batas (boundary) dari
S. Lingkaran |z| = 1, misalnya, adalah batas masing-masing himpunan

|z| <1 dan 2| <1 (1.78)

Sebuah himpunan dikatakan terbuka jika himpunan tersebut tidak
berisi satupun titik batas. Hal ini ditinggalkan sebagai latihan untuk
menunjukkan bahwa suatu himpunan terbukal jika dan hanya jika seti-
ap titik adalah titik interior. Suatu himpunan dikatakan tertutup jika
berisi semua titik-titik batas. Closure dari sebuah himpunan S, dino-
tasikan dengan S, adalah himpunan tertutup| yang terdiri atas semua
titik di S bersama-sama dengan batas dari S. Perhatikan bahwa him-
punan pertama pada Persamaan adalah terbuka dan yang kedua
adalah closurenya.

Terkadang beberapa himpunan bukan merupakan himpunan terbu-
ka maupun tertutup. Untuk sebuah himpunan menjadi tidak terbuka,
jika himpunan tersebut memuat titik batas dan jika himpunan tidak
tertutup, maka ada titik batas yang tidak termuat dalam himpun-
an tersebut. Perhatikan bahwa cakram 0 < |z|] < 1 bukan merupakan
himpunan terbuka maupun tertutup. Himpunan semua bilangan kom-
pleks, di sisi lain, dapat dikatakan terbuka dan tertutup karena tidak
memiliki titik-titik batas.

Sebuah himpunan terbuka S dikatakan terhubung (connected) jika
setiap pasang titik z; dan z3 dalam himpunan S dapat dihubungkan
oleh garis poligon, yang terdiri dari sejumlah hingga segmen garis yang
terhubung dari ujung ke ujung, yang terletak semuanya di S. Himpun-
an terbuka |z| < 1 adalah himpunan terhubungl Anulus 1 < |z| < 2
adalah himpunan terbuka dan juga terhubung (lihat Gambar .
Sebuah himpunan terbuka yang terhubung disebut Perhatik-
an bahwa persekitaran apapun adalah domain. Sebuah domain dengan
beberapa, tak satupun, atau semua dari titik batas disebut sebuah da-
erah (region).

Sebuah himpunan S dikatakan terbatas (bounded) jika ada bilang-
an real R > 0 sedemikian sehingga untuk setiap titik S terletak dalam
lingkaran |z| = R, jika tidak, himpunan tersebut dikatakan tak ter-
batas (unbounded). Kedua himpunan pada Persamaan adalah
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Gambar 1.16: Anulus Himpunan Terbuka dan Terhubung

daerah yang terbatas dan setengah bidang Re(z) > 0 adalah himpun-
an tak terbatas.

Sebuah titik zo dikatakan titik akumulasi atau titik limit dari him-
punan S jika setiap deleted neighborhood dari zy setidaknya memuat
satu titik dari S. Oleh karena itu jika suatu himpunan S tertutup,
maka S memuat masing-masing titik akumulasinya. Jika titik akumu-
lasi zg tidak berada di dalam S, maka zy menjadi titik batas S, tapi
ini bertentangan dengan pernyataan bahwa suatu himpunan tertutup
berisi semua titik-titik batasnya. Hal ini ditinggalkan sebagai latihan
untuk menunjukkan bahwa kebalikan dari pernyataan di atas adalah
benar. Dengan demikian, suatu himpunan tertutup jika dan hanya
jika memuat semua titik-titik akumulasi.

Terbukti, sebuah titik zy bukan merupakan titik akumulasi dari
himpunan S setiap kali ada beberapa deleted neighborhood dari zg yang
tidak memuat sedikitnya satu titik dari S. Perhatikan bahwa titik asal
merupakan satu-satunya titik akumulasi himpunan z, =i/n  (n =
1,2,...).

1.10 Rangkuman

1. Sifat-sifat bilangan penting kompleks.

a. |z] = (Re(2))* + (Im(2))2.
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2] = |2l.
ntm=Zit+mdanz B =717
e+ 22| < z] + 22l

. Jika z # 0 maka Arg(z) = —Arg(z).
arg(zi - z2) = arg(z1) + arg(ze).

-0 e T

2. Kedudukan titik dalam himpunan bilangan kompleks.
a. Titik zg € C dikatakan titik-dalam (titik interior) himpun-
an S jika terdapat bilangan € > 0 sehingga N, C S.

b. Titik zg € C dikatakan titik-luar (titik eksterior) himpunan
S jika zp merupakan titik-dalam himpunan S¢.

c. Titik zg € C dikatakan titik limit himpunan S jika untuk se-
tiap bilangan € > 0 terdapat z € S dengan z # zy sehingga
z € Ne(z0).

3. Himpunan di dalam himpunan bilangan kompleks.

a. Himpunan S C C dikatakan himpunan terbuka jika setiap
anggota S merupakan titik-dalam.

b. Himpunan S C C dikatakan himpunan tertutup jika him-
punan S¢ terbuka.

c. S=SuU¥s.

1.11 Bahan Diskusi

Diskusikan permasalah-permasalahan berikut.
1. Sketsakan himpunan semua titik yang ditentukan dengan syarat
Re(z—1i) = 2.
2. Tunjukkan bahwa
|Re(2 47 + 2%)| < 4, 2] < 1.

3. Gunakan induksi matematika untuk membuktikan bahwa

i1 102 . gifn _ oi01+02++0n

4. Gunakan rumus de Moivre untuk membuktikan identitas trigo-
nometri
cos 30 = cos® 6 — 3 cosfsin? 6.



38 Bab 1. Bilangan Kompleks
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1.13 Soal-soal Latihan

1. Gunakan dengan cara sekawan dan modulo pada Subbab
untuk membuktikannya

( )(\/5—2)\2\/3I2Z+5|

2. Gambar grafik dari kondisi di bawah ini
(a) Re(z—1)=2;
(b) 22+ =4

3. Selidik sekawannya dari Persamaan dan pada Subbab
L4

4. Gunakan persamaan sekawan dari Persamaan [I.39] pada Subbab
[L4 untuk membuktikan

(a) z1z223 = 71 23 Z3;
(b) z4 =74
5. Verifikasi sifat modulo dari Persamaan pada Subbab

6. Dari hasil Subbab jika 29 dan z3 adalah bilangan kompleks
tak nol, buktikan bahwa
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10.

11.

12.

13.

@ () = =
2923 2223

|21]

z2||z3|"

22%3

Buktikan
Re(2+z+ 23| <4 jika |z| <1
Untuk memfaktorkan z* — 422 + 3 kedalam faktor kuadrat dua,

gunakan Pertidaksamaan Subbab kemudian buktikan
bahwa jika z terletak pada lingkaran |z| = 2, maka

1 < 1
24 —42243|~ 3
Buktikan

(a) z adalah real jika dan hanya jika Z = z;

(b) z adalah bilangan real atau imajiner jika dan hanya jika

72 = ;2.

Gunakan induksi matematika untuk menunjukkan persamaan di
bawah ini, ketika n = 2,3, ...,

(a) zitzot+ - Fz=21+22+ + 2

(b) leZ...Z:S:Z@...%'

Misalkan ag,a1,as,...,a, (n > 1) menotasikan bilangan real,
and misalkan pula bahwa z merupakan sembarang bilangan kom-
pleks. dengan hasil yang ditunjukkan pada latihan No buk-
tikan bahwa

ag+ a1z +agz? + - +apz" = ap+ a1z + agz? + - + ap 2"

Tunjukkan bahwa persamaan |z — zp| = R dari lingkaran, ber-
pusat di zg dengan radius R, dapat dituliskan

|z|2 — 2Re(2%0) + |20|> = R2.

Dengan menggunakan Persamaan [I.41] untuk Re z dan Im z,
tunjukkan bahwa hiperbola 22 — y? = 1 dapat dituliskan dalam
bentuk
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22472 =2

14. Tkuti langkah-langkah untuk memberikan derivasi aljabar dari
ketidaksamaan segitiga (Subbab

|21 + 22| < |z1] + |22].

(a) Tunjukkan bahwa
|21+ 2 = (a1 +2)EZ+2) = 217+ (2122 + 21%2) + 2%
(b) Tunjukkan mengapa
2172 + 2172 = 2Re(2172) < 2|21]|22].

(c) Gunakan hasil pada bagian (a) dan (b) untuk mendapatkan
pertidaksamaan

|21 + 222 < (Jz1] + |22])%

dan berikan alasan atas setiap langkah jawaban yang digu-
nakan

15. Sketsakan bilangan-bilangan z; + zo dan z; — zo secara vektor

(a) 21 =2i,20 = 2 — i;

(b) 21 = (—=V3,1),22 = (V3,0)
(¢) 21 =(=3,1),20 = (1,4);
(d) 21 =21 +iy1, 22 = 21 —ith

16. Tentukan |z| untuk:

(a) z=+2+3i
(b) z=—5—/3i
(¢c) z=cosz —isinz
17. Tunjukkan bahwa v/2|z| > |Rez| + |Imz|.
Petunjuk : reduksi persamaan di atas sampai (|z| — |y|)? > 0.

18. Tentukan nilai argumen utama Argz ketika

(a) z= —2i—2i

(b) 2= (VB i)f
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

Tunjukkan bahwa

(@)l =1
(b) (6] =

Gunakan induksi matematika untuk membuktikan:

efeif2 e — ef) 4+ 0y + ... +0,(n=2,3,...)

Gunakan fakta bahwa modulus |e?? —1| adalah jarak antara titik-
titik € dan 1, berikan argumen geometris untuk menentukan
nilai # dalam interval 0 < 6 < 7 yang memenuhi persamaan
le? —1] = 2.

Dengan menulis faktor-faktornya di sebelah kiri dalam bentuk
eksponensial, lakukan operasi yang dibutuhkan, dan ubah kem-
bali ke koordinat persegi panjang, kemudian tunjukkan bahwa

(a) (1 — v3i)(V3+1i) = 2(1+ V/3i)
(b) 5i/(2+1i)=1+2i

(c) (=144 = —8(1+1)

(d) (14 v/30)710 =271 (=14 /34)

Tunjukkan bahwa jika Re(z1) > 0 dan Re(z2) > 0, maka

)
)
)
)

Arg(z122) = Arg(z1) + Arg(z2),

dengan menggunakan argument utama.

Misalkan z adalah bilangan kompleks tak nol dan n adalah bi-
langan bulat negatif (n = —1,-2,....). Juga z = 7€’ dan
m=—n=1,2,..... Gunakan persamaan

_ im6 -1 _ 1y, i(—0
2™ =7rme"™Y dan 27 = (;)el( ),

untuk membuktikan bahwa (2™)~! = (2~1)™ dan oleh sebab itu
definisi 2™ = (271)™ dapat dituliskan dengan alternatif lain yaitu
oM = (Zm)—l
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25. Tunjukkan bahwa dua bilangan kompleks tak nol z; dan zo me-
miliki moduli yang sama jika dan hanya jika ada bilangan kom-
pleks ¢; dan co sedemikian hingga z1 = cico dan 2z = ¢
Tips: Sebagai catatan
01 + 02 b1 — 6 .
exp (i exp | i = exp(ib)
2 2
dan
01+ 6, 01 — 0, .
D | exp |t = exp(ib)
2 2
26. Gunakan Rumus de Moivre’s untuk memperoleh identitas trigo-
nometri dibawah ini:
(a) cos36 = cos® — 3cosfsin? 0
(b) sin360 = 3 cos? #sin f — sin® 0
27. Carilah akar kuadrat dari z = 2 + 2v/3i
28. Gambarkan himpunan berikut dan tentukan yang manakah yang
merupakan suatu domain:
(a) [z—2+1 <1
(b) |22+ 3| > 4
(c) Imz >1
(d) Imz =
() 0<argz<m/d (:#0)
(f) [z =4 = |2]
29. Himpunan manakah pada soal No yang bukan merupakan
himpunan terbuka atau tertutup 7
30. Himpunan manakah pada soal No 28| yang terbatas 7
31. Pada soal, gambarkan klosur dari himpunan di bawah ini

(a) —m<argz<m (z2#0)
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Fungsi Analitik

Pada bab ini kita akan mempelajari tentang fungsi variabel kom-
pleks, nilai limitnya pada suatu titik tertentu, kekontinuannya, serta
turunannya. Dalam bab ini juga akan diperkenalkan tentang fungsi
analitik yang nantinya akan memberikan peranan yang penting dalam
pembahasan bab-bab selanjutnya. Setelah mahasiswa membaca dan
mempelajari bab ini, kemampuan akhir yang diharapkan secara umum
adalah :

1. mampu berpikir secara kritis dan logis;

2. punya kemampuan dan kreativitas dalam menyelesaikan masalah-
masalah yang relevan;

3. dapat bertanggungjawab dalam melaksanakan tugas;
4. bersifat jujur, etis, kreatif, dan mampu bekerjasama;
5. punya kemampuan dalam berkomunikasi melalui diskusi materi.

Sedangkan kemampuan akhir mahasiswa yang diharapkan secara
khusus adalah :

1. menjelaskan konsep yang berhubungan dengan limit, kekontinu-
an, dan turunan dari fungsi bilangan kompleks;

2. menganalisis dan membuktikan sifat-sifat yang berkaitan dengan
limit, kekontinuan, dan turunan dari fungsi bilangan kompleks;

43
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3. menyelesaikan permasalahan yang berhubungan dengan konsep
limit, kekontinuan, dan turunan dari fungsi bilangan kompleks;

4. menjelaskan konsep yang berhubungan dengan persamaan Cauchy-
Riemann dan fungsi analitik;

5. menganalisa dan membuktikan sifat-sifat yang berkaitan dengan
persamaan Cauchy-Riemann dan fungsi analitik;

6. menyelesaikan permasalahan yang berhubungan dengan persa-
maan Cauchy-Riemann dan fungsi analitik;
item menjelaskan konsep yang berhubungan dengan fungsi har-
monik;

7. menganalisa dan membuktikan sifat-sifat yang berkaitan dengan
fungsi harmonik;

8. menyelesaikan permasalahan yang berhubungan dengan fungsi
harmonik.

2.1 Fungsi Peubah Kompleks

Misalkan S adalah himpunan bilangan kompleks. Sebuah fungsi
f vang didefinisikan pada S adalah suatu aturan yang diberikan ke
setiap z di S ke bilangan kompleks w. Bilangan kompleks w disebut
nilai f di z atau peta (image) dari z dan dilambangkan dengan f(z),
yaitu, w = f(z). Himpunan S disebut domain dari f. Himpunan
semua nilai f di S disebut sebagai daerah hasil (range).

Dalam hal ini, perlu ditekankan bahwa domain dan aturan terse-
but diperlukan agar fungsi dapat didefinisikan dengan baik. Ketika
domain tidak disebutkan, kita menganggap bahwa domain yang di-
maksud adalah himpunan terbesar yang mungkin terjadi agar fungsi
dapat terdefinisi dengan baik. Selain itu, tidak selalu nyaman meng-
gunakan notasi yang membedakan antara fungsi yang diberikan dan
nilai-nilainya.

Contoh 2.1. Jika f didefinisikan pada himpunan z # 0 dengan aturan
persamaan w = %, maka hal ini mungkin hanya merujuk sebagai fungsi
w = %, atau hanya ditulis fungsi %
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Misalkan w = u + v adalah nilai dari fungsi f pada z = x + iy,
sehingga
u+iv = f(x +iy)

Masing-masing dari bilangan real v dan v tergantung pada variabel
real  dan y, dan karenanya f(z) dapat dinyatakan dalam bentuk
pasangan fungsi bernilai real dari variabel real = dan y :

f(2) = u(z,y) +iv(z,y). (2.1)

Jika koordinat yang digunakan bukan z dan y, melainkan koordinat
polar, yaitu variabel r dan 6, maka

u+iv = f(re?)
dimana w = u + v dan z = re’’. Dalam hal ini, kita dapat menulis
f(z) =u(r,8) +iv(r,0) (2.2)
Contoh 2.2. Jika f(z) = 22, maka
fla+iy) = (x +iy)* = 2% — y* + i2zy.

sehingga
u(z,y) = 2% —y? dan v(z,y) = 2zy.

ketika koordinat polar yang digunakan, maka
f(re?) = (re?)? = r2e™? = 1r2c0s20 + ir’sin20.
karena itu,
u(r,0) = r2cos20 dan v(r,0) = r?sin26.
|

Jika pada salah satu dari Persamaan dan fungsi v selalu
memiliki nilai nol, maka nilai f selalu bernilai real. Artinya, f adalah
fungsi bernilai real dari variabel kompleks.

Contoh 2.3. Sebuah fungsi bernilai real yang digunakan untuk meng-
gambarkan beberapa konsep penting dalam bab ini adalah

f(2) = |2 =2 + 92 +i0 = 2% + 42
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Jika n adalah nol atau bilangan bulat positif dan jika ag, a1, as, ..., a,
adalah konstanta kompleks, dimana a,, # 0, maka fungsi

P(z)=ap+ a1z + asz® + ...+ apz"

adalah polinomial berderajat n. Perhatikan bahwa penjumlahan da-
lam fungsi polinomial tersebut memiliki banyak suku yang berhingga
dan domainnya adalah seluruh bidang z. Pecahan /< dari polino-
mial disebut fungsi rasional dan terdefinisi di setiap titik z asalkan
Q(z) # 0. Fungsi polinomial dan fungsi rasional merupakan hal da-
sar, namun penting, karena merupakan fungsi variabel kompleks yang
sering dijumpal.

Sebuah generalisasi dari konsep fungsi adalah aturan yang mem-
berikan lebih dari satu nilai ke titik z dalam domain yang didefinisik-
an. Generalisasi ini selanjutnya disebut sebagai fungsi bernilai ganda
(multiple-valued function). Fungsi-fungsi bernilai ganda terjadi pada
teori fungsi variabel kompleks, diturunkan dari kasus variabel real. Ke-
tika fungsi bernilai ganda dipelajari, biasanya yang diambil hanyalah
salah satu nilai yang mungkin, dan fungsi (bernilai tunggal) dibangun
dari fungsi bernilai ganda tersebut.

Contoh 2.4. Misalkan z menotasikan sembarang bilangan kompleks
tak nol. Berdasarkan subbab sebelumnya (pada akar bilangan kom-

pleks), kita tahu bahwa 22 memiliki dua nilai, yaitu
22 = ++/r exp (z(;)) ,
di mana r = |z| dan © (—7w<O©<7m) adalah nilai utama dari arg(z).

Tapi, jika kita memilih hanya nilai positif dari ++/r dan menulis fungsi
tersebut dalam bentuk

f(z) =+ exp (z?) (r>0,0(—r<O<n)), (2.3)

Fungsi bernilai tunggal pada Persamaan[2.3 didefinisikan dengan baik
pada himpunan bilangan kompleks tak nol div bidang z. Karena nol
adalah satu-satunya akar kuadrat dari nol, kita juga dapat menulis
f(0) = 0. Dalam hal ini, fungsi f terdefinisi dengan baik pada seluruh
bidang kompleks.
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2.2 Limit Fungsi

Misalkan suatu fungsi f didefinisikan pada semua titik z di bebe-
rapa deleted neighborhood zy. Pernyataan bahwa limit dari f(z) sama
dengan wg ketika z mendekati zg, atau ditulis

ZILIEO f(z) =wo (2.4)
berarti bahwa titik w = f(z) akan dekat ke bilangan kompleks wy
ketika kita memilih titik z cukup dekat ke zg tetapi berbeda dari ti-
tik tersebut. Pengertian tersebut merupakan definisi informal dari

lim f(z) = wp. Selanjutnya, kita akan menunjukkan definisi limit
Z—20

dalam bentuk dan penggunaan yang tepat

Pernyataan berarti bahwa, untuk setiap bilangan positif €, ada
bilangan positif 0 (yang nilainya bergantung pada ¢) sedemikian se-
hingga

|f(z) —wo| <e untuk setiap 0<|z—2] <é. (2.5)

Secara geometris, definisi ini mengatakan bahwa untuk setiap per-
sekitaran ¢, |f(z) — wo| < e, dari wp, ada deleted neighborhood 0,
0 < |z — 29| < 4, dari zp sedemikian sehingga untuk setiap titik z di
persekitaran tersebut memiliki sebuah peta f(z) yang berada di perse-
kitaran € (lihat Gambar . Perhatikan bahwa meskipun semua titik
pada deleted neighborhood 0 < |z — z9| < d perlu dipertimbangkan,
peta dari semua titik tersebut tidak perlu memenuhi semua perseki-
taran |f(z) — wp| < e. Jika f memiliki nilai konstan wg, misalnya,
peta dari z selalu berada pada pusat persekitaran tersebut. Perhatik-
an juga, bahwa setelah 0 ditemukan, nilai tersebut dapat digantikan
oleh sembarang bilangan positif yang lebih kecil, seperti %.

Berikut merupakan penegasan bahwa limit suatu fungsi kompleks
juga bernilai tunggal, layaknya nilai limit fungsi pada bilangan real.

Teorema 2.5. Jika limit suatu fungsi f(z) ada di titik zp, maka nilai
limitnya tunggal

Bukti: Teorema ini akan kita buktikan dengan pembuktian kontra-
diksi. Andaikan bahwa limitnya tidak tunggal, maka sedikitnya ada
dua bilangan kompleks wy dan w; sedemikian sehingga

lim f(z) = wo dan lim f(z) =w
Z—20 Z—r20
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Gambar 2.1: Persekitaran zg dan wg

Sehingga, berdasarkan definisi limit pada Persamaan [2.5 untuk setiap
bilangan positif €, ada bilangan positif 9 dan d; sedemikian sehingga

|f(2) —wo < e dimana 0 < |z — 20| < &g
dan
|f(2) —wy < e dimana 0 < |z — 29| < &1

Jadi, jika 0 < |z — 29| < 01, dimana § adalah sembarang bilangan
positif yang lebih kecil dari dy dan &1, kita dapatkan bahwa,

lwi —wol = [[f(2) — wo] — [f(2) — wo]|
<|[f(2) —wol| +|f(2) —wi| <e+e=2e<e

Tetapi, |w; — wp| adalah bilangan nonnegatif dan ¢ dapat kita pilih
sekecil mungkin. Sehingga, dapat disimpulkan bahwa

wp —wg =0 atau w1 = Wy

Ini kontradiksi dengan asumsi awal bahwa nilai limitnya tidak tunggal.
|

Definisi limit pada Persamaan mengharuskan f agar terdefini-
si pada beberapa deleted neighborhood dari zy. Deleted neighborhood
tersebut tentunya ada saat zg merupakan titik interior dari daerah
dimana f didefinisikan. Kita dapat memperluas definisi limit untuk
kasus-kasus dimana zy merupakan titik batas dari daerah dengan sya-
rat bahwa Persamaan harus dipenuhi terlebih dahulu oleh titik z
yang terletak pada daerah dan Deleted neighborhood.
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Contoh 2.6. Tunjukkan bahwa jika f(z) = % di dalam cakram ter-
buka |z| < 1, maka
1

lim f(z) = - (2.6)

z—1 2

Jawab: Dalam hal ini, titik 1 merupakan titik batas pada batas do-
main yang didefinisikan di f. Perhatikan bahwa, pada saat z berada
pada cakram |z| < 1,

z—1
2

Oleh karena itu, untuk sembarang z dan setiap bilangan positif € (lihat

Gambar

FE@) -5l =15 -5l =

\f(z)—£|<s dimana  0<|z—1]<2e
z

Dengan demikian, kondisi sesuai Persamaan terpenuhi oleh titik-
titik pada daerah |z| < 1 ketika 6 sama dengan 2e¢ atau sembarang

bilangan positif yang lebih kecil. |
i H
A
(47
x o u

Gambar 2.2: Irisan himpunan terbuka

Jika limit pada Persamaan [2.4] ada, maka simbol z — z( mengaki-
batkan bahwa z harus bisa mendekati zy dari arah mana saja, tidak
hanya dari arah tertentu. Contoh berikut menekankan hal ini, yaitu
manakala nilai limit dari pendekatan dua arah yang berbeda mengha-
silkan nilai yang berbeda.

Contoh 2.7. Jika f(z) = Z, tentukan apakah 1ir% f(2) ada atau tidak!
z—
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Jawab: Jika limitnya ada, maka limitnya bisa ditemukan dengan me-
misalkan titik z = (x, y) mendekati titik asal dengan cara apapun. Ta-
pi ketika z = (x, 0) adalah titik tak nol pada sumbu real (lihat Gambar

R3),

x+1i0

— =1
x — 10

f(z) =

Dan apabila z = (0, y) adalah titik tak nol pada sumbu imajiner,

04y
z) = =-1

1) =5oe
::Ei).}'IT
|
v
|

mnq : =00 x

Gambar 2.3: Ilustrasi z = (z,0) dan z = (0,y) mendekati titik asal

Dengan demikian, dengan membiarkan z mendekati titik asal se-
panjang sumbu real, kita akan menemukan bahwa limit yang diingink-
an adalah 1. Pendekatan sepanjang sumbu imajiner pada sisi lain,
menghasilkan limit —1. Karena nilai limit tunggal (berdasarkan Teo-
rema, maka dapat kita simpulkan bahwa lim f(z) tidak ada. W

z—0

Definisi pada Persamaan 2.5 pada dasarnya hanya menyediakan ca-
ra untuk menguji bahwa titik wy merupakan sebuah limit. Persamaan
tersebut tidak secara langsung memberikan metode bagaimana cara
untuk menentukan limit. Teorema-teorema limit, yang akan dibahas
pada bagian selanjutnya, akan memungkinkan kita untuk menemukan
nilai dari suatu limit fungsi.
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2.3 Teorema-teorema Limit

Pada dasarnya, teorema-teorema limit yang akan kita pelajari hampir
sama dengan teorema-teorema limit di fungsi bilangan real. Bebera-
pa teorema diperoleh dengan menghubungkan antara limit-limit dari
fungsi-fungsi bilangan kompleks dan limit-limit dari fungsi bernilai re-
al dari fungsi dua variabel real. Karena limit-limit pada tipe yang
sebelumnya telah dipelajari dalam kalkulus,kita dapat menggunakan
definisi tersebut dan sifat-sifatnya secara bebas.

Teorema 2.8. Misalkan bahwa

f(z) =u(z,y) +iv(z,y), 2z20=z0+1iyo dan wy= ug+ vy

Maka
Jim f(2) = wo (2.7)
Jika dan hanya jika
lim  w(z,y) =up dan lim  wv(z,y) =wvo (2.8)
(x7y)—>(x07y0) (Qﬁ,y)—)(ﬂfo,yo)

Bukti: Untuk membuktikan teorema ini, pertama asumsikan bahwa
limit pada Persamaan benar dan akan dibuktikan limit pada Per-
samaan Limit pada Persamaan [2.8] memberikan informasi kepada
kita bahwa untuk setiap e positif terdapat bilangan positif 6; dan do
sehingga,

lu —up| < g dimana 0 < \/(z — x0)2 + (y — y0)? < & (2.9)

dan

|v —vg| < g dimana 0 < \/(z —20)2+ (y —y0)2 <d2  (2.10)

Misalkan bahwa ¢ adalah bilangan yang paling kecil dari dua bi-
langan ¢; dan 5. Karena

[(u+iv) — (up + ivo)| = [(u —ugp) —i(v —vo)| < |u —ug| — [v — vy

dan

V(@ —20)2 4+ (y — 90)? = [(x — x0) —i(y — yo)| = [(x +iy) — (z0 +iyo)]
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Dari Persamaan dan diperoleh

e €
|(u+iv)—(uo+ivo)|<§+§:5

dimana

0 < (x4 iy) — (xo+iyo)| <

Jadi, limit pada 2.7 benar.

Selanjutnya, misalkan kita asumsikan bahwa limit [2.7 benar, akan
kita buktikan bahwa limit pada Persamaan juga benar. Dengan
asumsi bahwa limit benar, maka untuk setiap bilangan e positif,
terdapat bilangan positif § sedemikian sehingga

|(u+iv) — (ug +ivg)| < e (2.11)

dimana
0 < [(x+1y) — (xo +iyo)| < 9. (2.12)

Tetapi
lu — up| < [(u—up) —i(v—wvg)| = |(u+iv) — (ug + ivg)|,

v — vol < (= ) — (v — vo)] = | (u+ i) — (g + ivy)

dan

(& +iy) — (z0+iyo)| = |(z —w0) +i(y —y0)| = V/(z — 20)% + (y — y0)?
Sehingga, berdasarkan Persamaan dan [2.12] diperoleh
|lu —ug| < e dan |v—wv| <€

asalkan

0<V(z—20)%+(y—y)? <6

Ini menunjukkan bahwa limit [2.8) telah dibuktikan, dan bukti teorema
telah lengkap. |

Teorema 2.9. Misalkan bahwa

ZILIE f(z) =wo dan Zan; F(z) =Wy (2.13)
maka
lim [f(z) + F(2)] = wo + Wp (2.14)

Z—r 20
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lim (£(2)F(2)] = wolo (2.15)
dan, jika Wy # 0
lim /(z) — Yo
z=z0 F(z) Wy

(2.16)

Teorema ini dapat dibuktikan secara langsung dengan mengguna-
kan definisi limit dari fungsi variabel kompleks. Tetapi dengan bantu-
an Teorema [2.8] pembuktian akan menjadi lebih mudah.

Sebagai contoh, untuk membuktikan sifat pada Persamaan [2.15
terlebih dahulu, dapat kita tulis

f(z) =u(z,y) +iv(z,y), F(2)=U(x,y)+iV(z,y),
zo = xo + 1Yo, wo = ug + vy, Woy=Uy+iVy.

Maka berdasarkan hipotesis Persamaan limit (z,y) mendekati
(x0,y0) dari fungsi u, v, U, dan V ada dan mempunyai nilai limit g, vo, Uy,
dan Vj berturut-turut. Jadi komponen real dan imajiner yang dipero-
leh dari hasil perkaliannya

f(2)F(2) = (uU-vV) +i(vU + uV)

mempunyai limit ugUp—voVy dan voUy + ugVp, secara berturut-turut,
pada saat (x,y) mendekati (zg,yp). Sehingga, berdasarkan Teorema
f(2)F(z) mempunyai limit

(UOU()*U()V()) + i(voUo + uOVO)

Pada saat z mendekati zp; dan ini sama dengan wyWj. Dalam hal ini,
sifat pada Persamaan telah dibuktikan. Dengan cara yang sama
kita juga dapat memverivikasi sifat pada Persamaan [2.14] dan
Bukti Sifat pada Persamaan

Misalkan bahwa:

f(z) =u(z,y) +iv(z,y)  F(z) =U(z,y) +iV(z,y)
dan
zZo = xg + 1Yo, Wo = ug + vy, dan Wy = Uy + iV

Berdasarkan hipotesis pada Persamaan limit (x,y) menuju
(zo,yo) dari fungsi u,v,U, dan V ada dan mempunyai limit masing-
masing secara berturut-turut yakni ug, v, Uy, V. Jadi dapat diperoleh
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bagian real dan imajiner dari penjumlahan f(z) + F(z) = (u + U) +
i(v + V), mempunyai limit (ug + Up) + i(vo + Vp), pada saat (x,y)
mendekati (xg,yo). Dengan menggunakan Teorema f(z) + F(2)
mempunyai limit (up 4+ Up) +i(vp + Vp) pada saat z mendekati zp, dan
ini sama dengan wg + W.

Bukti Sifat pada Persamaan [2.16

Misalkan bahwa:

f(2) =u(z,y) +iv(z,y)  F(z) =Ulz,y) +iV(z,y)
dan
Zo = xg + 1Yo, Wo = ug + vy, dan Wy = Uy + iV
Dengan cara serupa dapat diperoleh bagian real dan imajiner dari

f(z) = utw mempunyai limit M
F(z) — Uty ompmwY (To + iV0)

(,y) mendekati (zo,y0). Dengan menggunakan Teorema H

, pada saat

(2)
F(z)
mempunyai limit pada saat z mendekati zg, dan limit ini sama dengan
wo

Wo'
Dengan menggunakan definisi pada Persamaan maka dapat
kita buktikan bahwa

pembagian

lim ¢ =¢ dan lim z = zp,
zZ—20 Z—r20

dimana zg dan ¢y adalah sembarang bilangan kompleks, dan berdasar-
kan sifat pada Persamaan dan induksi matematika, diperoleh

: n __ n —
le)rgloz =z (n=1,2,..).

Juga, berdasarkan sifat pada Persamaan [2.14dan [2.15] limit dari suatu

polinomial

P(2) = ag + a1z + a2® + an 2"

saat z mendekati zg adalah nilai dari polinom dititik zg, yakni:

lim P(z) = P(z).

Z—r20
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2.4 Limit di Ketakhinggaan

Pada bilangan real, simbol co merujuk pada bilangan real positif
yang sangat besar sekali dan simbol —oo merujuk pada bilangan real
negatif yang sangat kecil sekali. Bagaimanakah konsep oo pada bilang-
an kompleks? Tentunya agak berbeda dengan konsep pada bilangan
real, karena pada bilangan kompleks suatu bilangan kompleks tidak
dapat dikatakan lebih besar atau lebih kecil dari bilangan kompleks
lainnya. Pada bilangan kompleks, simbol co mengacu kepada bilangan
kompleks yang modulusnya oo, ini berarti bahwa ada banyak bilangan
kompleks yang mengacu pada simbol tersebut. Secara geometris, titik
tak hingga dan bidang kompleks disebut bidang kompleks yang diper-
luas (extended complex plane). Bidang kompleks yang diperluas ini
merepresentasikan bilangan kompleks yang diperluas (extended com-
plex numbers), yaitu bilangan kompleks dan co. Untuk memvisualisa-
si titik di ketakhinggaan, kita dapat membayangkan bidang kompleks
yang memotong suatu bola dengan jari-jari 1 satuan unit dengan pu-
sat titik asal pada bagian tengahnya (lihat Gambar . Setiap titik z
di bidang kompleks berkorespondensi dengan tepat satu titik P pada
permukaan bola. Titik P adalah titik interseksi dimana suatu garis
ditarik dari titik z ke kutub utara N. Dengan cara yang sama, setiap
titik P pada permukaan bola, selain kutub utara /N, berkoresponden-
si dengan tepat satu titik z di bidang. Dengan memisalkan titik N
dari bola berkorespondensi dengan titik tak hingga, kita dapatkan su-
atu korespondensi satu-satu antara titik-titik pada bola dan titik-titik
pada bidang kompleks perluasan. Bola tersebut dikenal sebagai bola
Riemann (Riemann sphere), dan korespondensinya disebut proyeksi
stereografik.

Perhatikan bahwa, bagian luar dari lingkaran satuan yang berpu-
sat pada titik asal bidang kompleks berkorespondensi dengan belahan
bola bagian atas kecuali titik N. Sebagai tambahan, untuk setiap bi-
langan positif € yang sangat kecil, titik-titik pada bidang kompleks

bagian luar di lingkaran |z| = — berkorespondensi dengan titik-titik
5

pada bola dekat ke N. Kita sebut himpunan |z| > 1 sebagai perseki-
taran € atau persekitaran dari co. N

Perlu disepakati bahwa, ketika kita merujuk pada titik z, kita ar-
tikan bahwa titik tersebut berada di bidang hingga. Selanjutnya, jika
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Gambar 2.4: Proyeksi stereografik pada Riemann sphere

kita akan menyebut titik di ketakhinggaan, maka akan dituliskan se-
cara khusus.
Selanjutnya, kita akan membahas pernyataan

Jigy 7() = wo

ketika salah satunya, yaitu zg atau wg, atau mungkin keduanya digan-
ti dengan titik takhingga. Dalam definisi limit pada Subbab kita
tinggal mengganti persekitaran dari zy dan wy dengan persekitaran da-
ri co. Pembuktian dari teorema berikut akan menjelaskan bagaimana
proses tersebut terjadi.

Teorema 2.10. Jika zg dan wqy adalah titik di bidang z dan w, maka

1
lim f(z) = oo jika dan hanya jika lim —— =0 (2.17)

2520 z—z0 f(z)

dan

1
lim f(z) =wp jika dan hanya jika lim f () =wy (2.18)
z—0 z

Z—00
selain itu
1
Zli_}r(r)lof(z) =00 jika dan hanya jika lg%m =0 (2.19)

1
Bukti: Kita mulai pembuktian dengan menunjukkan bahwa lim —— =
A% 7

0 dari Persamaan [2.17] Ekspresi lim f(z) = wo menunjukkan bah-
Z—20

wa untuk setiap bilangan positif £, ada bilangan positif § sedemikian
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sehingga
1
1f(2)] > Z dimana 0 < |z —zo| < ¢ (2.20)
Dalam hal ini, titik w = f(2) terletak dalam persekitaran ¢ dimana

|w| > 1/e asalkan z terletak dalam deleted neighborhood 0 < |z — zp| <
¢ dari zg. Karena itu, Persamaan dapat ditulis

1
—— — 0| <e dimana 0<|z— 2| <$
75 =l
1
sehingga terbukti bahwa lim —— = 0. Pembuktian untuk arah se-

2576
baliknya, diserahkan kepada pembaca.
Selanjutnya kita beralih ke pembuktian Persamaan [2.18] Akan

1
dibuktikan bahwa lim f < = wp. Ekspresi lim f(z) = wp dari per-
z—0 z z—00

samaan tersebut menunjukkan bahwa untuk setiap bilangan positif ¢,
ada bilangan positif § sedemikian sehingga

1
|f(2) —wp| < ¢ dimana |z| > 5 (2.21)
Dengan mengganti z dengan 1/z dalam Persamaan dan ke-

mudian menulis hasilnya sebagai

1
‘f()—wo < e dimana 0<|z—0]<¢
z
. . . 1 )
sehingga terbukti bahwa lim f | = | = wp. maka lim f(z) = wp .
z—0 z z—20

Pembuktian untuk arah sebaliknya, diserahkan kepada pembaca.
Terakhir adalah pembuktian Persamaan 2.19] Akan dibuktikan

bahwa lim ——— = 0. Limit pertama dari Persamaan [2.19] yaitu
z—0 f(l/Z)

lim f(z) = oo, harus ditafsirkan bahwa untuk setiap bilangan positif

Z—00

€, ada bilangan positif § sedemikian sehingga

1 1
lf(2)] > Z dimana |z| > 5 (2.22)

Jika z digantikan oleh [/ z, persamaan ini dapat ditulis ke dalam bentuk

1

i

)—O‘<5 dimana 0<|z—0] <



58 Bab 2. Fungsi Analitik

1
maka terbukti bahwa lim ——— = 0. Pembuktian untuk arah seba-
z—0 f(l/Z)
liknya, diserahkan kepada pembaca. [ |

Contoh 2.11. Perhatikan bahwa

1z+ 3 . z+1
im =o0 karena lim - =0
z——1 z+1 z——112 + 3
9 ) 9 ) 91
lim Zre =2 karena lim w = lim tiE_
z—00 z + 1 z—0 (1/Z)+1 2—=0 1+ 2
sehingga,
223 -1 1/22)+1 3
lim 2% =00 karena lim 7( /Z)+ — lim = R
z—00 24 + z—0 (2/23) -1 z—0 2 — z3

2.5 Kekontinuan Fungsi

Sama halnya dengan kekontinuan fungsi pada fungsi real, pada
fungsi kompleks, suatu fungsi f dikatakan kontinu di titik zg jika me-
menuhi ketiga syarat berikut:

Zli_)rglo f(z) ada, (2.23)
f(z0) ada, (2.24)
Jim f(2) = f(z0). (2.25)

Pernyataan pada Persamaan jelas memuat pernyataan pada Per-
samaan dan karena secara implisit keberadaan nilai dari
setiap sisi adalah sama. Pernyataan pada Persamaan [2.25) mengatak-
an bahwa, untuk setiap bilangan e positif, terdapat suatu bilangan
positif § sedemikian sehingga

|f(2) — f(20) < e asalkan |z — 29| <. (2.26)

Suatu fungsi dari variabel kompleks dikatakan kontinu dalam dae-
rah R jika fungsi tersebut kontinu di setiap titik dalam R.
Jika dua fungsi f, g adalah kontinu di suatu titik, maka f + ¢g dan
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f.g juga kontinu di suatu titik; demikian juga f/¢g kontinu di suatu
titik asalkan ¢ tidak nol. Hal ini merupakan akibat dari Teorema [2.9
Selain itu, fungsi polinomial juga kontinu pada semua bidang kom-
pleks berdasarkan Persamaan [2.3

Selanjutnya kita beralih pada dua sifat dari yang
pembuktiannya tidak langsung kita bahas pembuktian kami tergan-
tung pada Definisi [2.26] kontinuitas dan menghasilkan teorema, yaitu:

Teorema 2.12. Hasil komposisi dari fungsi-fungsi yang kontinu ada-
lah kontinu.

Bukti: Pembuktian dari teorema ini adalah sebagai berikut. Mi-
salkan bahwa w = f(z) merupakan fungsi yang didefinisikan untuk
semua z pada persekitaran zp, yaitu |z — 29| < J, dan misalkan pula
bahwa W = g(w) merupakan fungsi yang domainnya memuat peta
dari persekitaran f. Komposisi fungsi W = g[f(z)] selanjutnya dapat
didefinisikan untuk semua z pada persekitaran |z — zp| < 0. Misalkan
bahwa f kontinu pada zy dan g kontinu pada titik f(z9) pada bidang
w. Jika kita lihat kekontinuan g pada f(zg), ini berarti bahwa un-
tuk setiap bilangan positif ¢ akan ada bilangan positif v sedemikian
sehingga

9lf(2)] = glf ()]l <& dimana [f(2) = f(20)| <7

(Lihat Gambar . Akan tetapi kekontinuan f pada zg memastikan
bahwa persekitaran |z — zp| < § bisa dibuat sekecil mungkin sehingga
pertidaksamaan di atas dapat terpenuhi. Dengan begitu kekontinuan
dari komposisi g[f(z)] dapat terbukti. [ |

Teorema 2.13. Jika sebuah fungsi f(z) kontinu dan tidak bernilai nol
di titik zo, maka f(z) # 0 di beberapa persekitaran z.

Bukti: Asumsikan bahwa f(z) ada, kontinu dan tidak bernilai nol

pada zg, kita dapat membuktikan Teorema [2.13] dengan menentukan
| f (20l

nilai positif 5 untuk ¢ dalam Pernyataan [2.26| Ini dapat mem-

beritahu kita bahwa terdapat sebuah bilangan positif § sedemikian
sehingga

| f (20l

£ = )l < L

Jika |z — zo| < 0.
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Gambar 2.5: Pemetaan fungsi kontinu

Jadi, jika diandaikan ada titik z pada persekitaran |z — zp| < § yang
memenuhi f(z) = 0, maka kita mendapatkan sebuah kontradiksi

(o)l < L2,

dan teorema terbukti. [ |

Kekontinuan suatu fungsi

f(z) = u(z,y) +iv(z,y) (2.27)

berhubungan dengan kekontinuan dari komponennya yaitu fungsi u(z, y)
dan v(z,y). Sebagai catatan, berdasarkan Teorema dapat dikatak-
an bahwa fungsi pada Persamaan kontinu di titik zg = (o, Yo)
jika dan hanya jika fungsi komponennya kontinu disana. Pembukti-
an pada teorema berikutnya menggambarkan penggunaan pernyataan
ini. Teorema ini sangat penting dan akan sering digunakan dalam
bab-bab selanjutnya, terutama dalam aplikasi. Sebelum menyatakan
teorema, kita ingat kembali dari Subbab bahwa daerah R tertutup
jika memuat semua titik batas dan dikatakan terbatas jika R terletak
di dalam lingkaran yang berpusat di titik asal.

Teorema 2.14. Jika fungsi f kontinu di seluruh daerah R yang ber-
sifat tertutup dan terbatas, maka terdapat bilangan real non negatif M
sedemikian sehingga

|f(2)| < M untuk semua titik z di dalam R (2.28)

dimana tanda sama dengannya berlaku untuk setidaknya satu bilangan
kompleks z.
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Bukti: Untuk membuktikan teorema ini, kita asumsikan bahwa fung-
si f pada persamaan kontinu dan akibatnya fungsi

Viue,y)? + v(z, )2

juga kontinu pada R dan menjangkau nilai maksimum M di R. Dengan
demikian, Pertidaksamaan terbukti dan dapat kita katakan bahwa
f terbatas pada R |

2.6 Turunan Fungsi

Misalkan f adalah fungsi dimana domainnya memuat sebuah per-
sekitaran titik zp, yaitu |z — 29| < €. Turunan dari fungsi f pada zo,
ditulis f/(zo) didefinisikan sebagai berikut

f(z) = 1(z0)

Z—20 Z— 20

(2.29)

Fungsi f dikatakan dapat diturunkan (differentiable) pada zy ketika
turunan pada (zg) ada (f'(zo) ada).

Dengan menyatakan variabel z pada definisi dalam bentuk
variabel komplek yang baru, yaitu

Az=2z— 2z dengan z # 29
Kita dapat menuliskan definisi tersebut sebagai

(2.30)

Ingat bahwa karena f didefinisikan sepanjang persekitaran dari 2z,
maka bilangan kompleks f(zp + Az) selalu dapat didefinisikan untuk
|Az| yang cukup kecil (lihat Gambar [2.6).

Ketika mengambil bentuk pada Persamaan sebagal definisi tu-
runan, kita sering menghilangkan subskrip 0 pada zy dan mengenalkan

Aw = f(z+ Az) — f(2)

yang menotasikan perubahan nilai dari w = f(z) dan f yang ber-
korespondensi dengan perubahan Az pada titik dimana f dievaluasi.
Sehingga, jika kita menulis dw/dz untuk f’(z) maka Persamaan m
menjadi

dw o Aw
T AmAL (2.31)
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Gambar 2.6: Ilustrasi turunan fungsi

Contoh 2.15. Gunakan definisi pada Persamaan [2.51) untuk mencari
turunan dari fungsi f(z) = 2% pada sembarang titik z

Jawab: Misalkan bahwa f(z) = 22, maka berdasarkan Persamaan
turunan fungsi f di sembarang titik z adalah

A 2 2
lim =% = lim HAz) -2 = lim (22 — Az) =22
Z—20 Az Z—20 z Z—20

Karena 2z + Az adalah fungsi polinomial di Az. Karena itu, dw/dz =
2z , atau f'(z) = 2z [ ]

Contoh 2.16. Misalkan bahwa f(z) = Z, tunjukkan bahwa f'(z) tidak

ada untuk sembarang bilangan kompleks z

Jawab: Misalkan bahwa f(z) = Z, maka

Aw 24+ Az2—2Z zZ4+Az—zZ Az
A A T A T A (2.32)

Jika limit Aw/Az ada, maka limit tersebut dapat diperoleh dengan
membiarkan titik Az = (Az, Ay) mendekati titik asal (0,0) pada bi-
dang Az dalam arah manapun. Secara khusus, jika Az mendekati
titik (0,0) secara horizontal melalui titik (Az,0) pada sumbu real,
maka diperoleh

Az=Ar+i0 = Az —i0 = Az
Dengan demikian, dari Persamaan diperoleh
Aw Az

Az Az
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Jika limit Aw/Az ada, maka nilai limitnya adalah 1. Selanjutnya,
ketika Az mendekati titik (0,0) secara vertikal melalui titik (0, Ay)
pada sumbu imajiner, diperoleh

Az=0+1iAy=0—iAy = —(0 +iAy) = —Az
Dengan demikian, dari Persamaan diperoleh

&_—Az_ 1
Az Az

Berdasarkan persamaan di atas, Jika limit Aw/Az ada, maka nilai
limitnya adalah -1. Berdasarkan Teorema limit dari Aw/Az ha-
ruslah bernilai tunggal. Namun, dari dua fakta di atas, jelas bahwa
limit Aw/Az tidak bernilai tunggal. Dengan demikian dapat kita sim-
pulkan bahwa f’(z) tidak ada untuk sembarang bilangan kompleks z.
|

Contoh 2.17. Misalkan bahwa f(z) = |z|?, tunjukkan bahwa f'(z)
tidak ada untuk sembarang bilangan kompleks z

Jawab: Misalkan bahwa f adalah fungsi f(z) = |z|?, maka diperoleh

Aw _ |zt Def— o _ (+8)E+82) -2 = A
Az Az = As =7z z ZAz
(2.33)

Jika limit Aw/Az ada, maka limit tersebut dapat diperoleh dengan
membiarkan titik Az = (Az, Ay) mendekati titik asal (0,0) pada bi-
dang Az dalam arah manapun. Secara khusus, jika Az mendekati
titik (0,0) secara horizontal melalui titik (Ax,0) pada sumbu real,
maka diperoleh

Az=Azx+i0=Az —i0 = Az

Sehingga

Aw
Az

Ketika Az mendekati titik (0,0) secara vertikal melalui titik (0, Ay)
pada sumbu imajiner, diperoleh

=Z+Az+2 dimana Az = (Ax,0)

Az=0+1iAy=0—iAy = —(0 +iAy) = —Az
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Sehingga didapatkan

A _
e dimana Az = (0,Ay)

Az

Oleh karena itu, jika limit Aw/Az ada saat Az mendekati 0, dan
berdasarkan teorema ketunggalan limit, diperoleh

Z+z=ZzZ—2z2

Persamaan di atas hanya bisa dipenuhi pada saat z = 0, dengan demi-
kian dapat disimpulkan bahwa dw/dz ada hanya saat z = 0 dan nilai
limitnya adalah 0.

Untuk mengecek bahwa dw/dz benar ada pada saat z = 0, kita
hanya perlu menunjukkan bahwa pada saat z = 0, Persamaan [2.33]
menjadi

Aw ——

—~ _A

Az :
Sehingga kita dapat menyimpulkan bahwa dw/dz ada hanya saat z = 0
dan nilai limitnya adalah O.. |

Contoh menunjukkan bahwa fungsi f(z) = u(z,y) + iv(z,y)
dapat diturunkan pada titik z = (x,y) tetapi tidak pada titik lainnya
pada persekitaran titik tersebut. Karena bagian real dan imajiner dari
f(2) = |2|* adalah

u(z,y) = 2% 4+ 92 dan v(z,y) =0 (2.34)

Persamaan |2.34| menunjukkan bahwa komponen real dan imajiner dari
suatu fungsi variabel komplek dapat memiliki turunan parsial yang
kontinu untuk semua orde pada suatu titik z = (x,y) dan ternyata
fungsi tersebut tidak terdiferensialkan pada titik itu.

Fungsi f(z) = |2|? kontinu pada semua titik pada bidang karna
komponen pada Persamaan kontinu pada semua titik. Jadi, kon-
tinuitas dari fungsi pada suatu titik tidak mengimplikasikan bahwa
fungsi itu memiliki turunan pada titik tersebut. Pernyataan ini diru-
muskan dalam bentuk teorema berikut

Teorema 2.18. Jika suatu fungsi variabel kompleks dapat diturunkan
pada suatu titik maka fungsi tersebut kontinu di titik itu
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Bukti: Untuk melihatnya, kita asumsikan bahwa f/(z) ada , kemu-
dian kita tulis:

lim f(z) — f(20)

Jim [£(2) = f(z0)] = = o lim (2 —20) = f'(20).0 =0
(2.35)
Yang mana menghasilkan
lim ()= £(z0) (2.36)

Persamaan di atas adalah pernyataan dari kontinuitas dari fungsi f
pada zg. |

2.7 Rumus Turunan Fungsi

Definisi turunan pada Subbab identik dengan turunan dari
fungsi bernilai real pada pokok bahasan bilangan real. Faktanya,
rumus-rumus dasar turunan berikut ini dapat diturunkan dari definisi
turunan fungsi variabel kompleks pada Subbab dengan melakukan
cara yang sama dengan yang digunakan di kalkulus. Dalam rumus tu-
runan berikut ini, rumus turunan dari fungsi f di titik z dinotasikan
dengan

L 1(e) atan £'(2)

tergantung penulisan mana yang nyaman untuk digunakan.

Misal ¢ adalah bilangan kompleks, dan misalkan pula bahwa f
adalah fungsi yang turunannya ada di titik z. Dengan sangat mudah
dapat ditunjukkan bahwa

d d d y
6= 0, i 1, a[cf(z)] =cf'(2) (2.37)
Begitu juga jika n adalah bilangan positif,

d

$z” =nz"! (2.38)
Rumus ini juga valid jika n adalah bilangan negatif, dengan syarat
z #0.
Jika turunan dari dua fungsi f dan g ada di titik z, maka
d
[f(2) + 9(2)] = f'(2) + 9 (2) (2.39)

dz
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—[f(2)g(2)] = f(2) +d'(2) + ['(2) + g(2) (2.40)
dan, di saat g(z) # 0,

d [f(2)] _ g(2)f'(z) — f(2)d'(2)

Are] e 241

Kita akan memverifikasi Persamaan 2.400 Untuk membuktikan-
nya, kita mulai dengan memisalkan ekspresi perubahan dari perkalian
fungsi f(z)g(z) = w sebagai berikut

Aw = f(z+ Az)g(z + Az) — f(2)9(2)
= f(2)lg(z + Az) —g(2)] + [f(z + Az = f(2))]g(z + Az)

Sehingga,

dan dengan mencari limit Aw/Az, yaitu dengan membiarkan Az men-
dekati 0, kita dapatkan rumus yang diharapkan untuk untuk turunan
dari f(Z)g(z). Dalam hal ini, kita menggunakan fakta bahwa ¢ kon-
tinu di titik z karena ¢'(z) ada; kemudian g(z + Az) mendekati g(z)
ketika Az mendekati 0.

Kita juga mempunya aturan rantai (chain rule) untuk menurunk-
an fungsi komposisi. Misalkan bahwa f mempunyai turunan di zg
dan g mempunyai turunan di titik f(zp), maka fungsi f(z) = g[f(2)]
mempunyai turunan di zgp, dan

F'(20) = ¢'[f(20)] ' (20) (2.42)

Jika kita tulis w = f(z) dan W = g(w), maka W = f(z), aturan

rantainya menjadi
AW _ dW dw
dz  dw dz

Contoh 2.19. Cari turunan dari fungsi (22 + )®

Jawab: Untuk menemukan turunan dari (222 +4)°, misalkan bahwa
w =222 +i dan W = w®. Maka

d
d—(zz2 +i)® = bwtdz = 202(222 +i)*
z
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Untuk memulai memverifikasi rumus pada Persamaan [2.42] pilih
titik spesifik 2o dimana f’(z9) ada. Misalkan bahwa wy = f(2¢) dan
misalkan juga anggap bahwa ¢’(wg) ada. Dengan begitu, ada beberapa
persekitaran |w — wg| < e dari wy sedemikian sehingga untuk semua
titik w di dalam persekitaran itu, kita dapat mendefinisikan suatu
fungsi ¢ yang mempunyai nilai ¢(wy) = 0 dan

st — 9 = 9(w0)

— ¢'(wo) saat  w # wo (2.43)
w — Wy

Sebagai catatan, menurut definisi dari turunan, diperoleh

lim o(w) = tim =IO g ) = of (o) — g/ wp) = 0

w—rwo w—rwo w — ’LUO w—rwo
(2.44)

oleh sebab itu dapat disimpulkan bahwa ¢ kontinu pada titik wg
Selanjutnya, pernyataan pada Persamaan dapat ditulis dalam
bentuk

g(w) = g(wo) = [g'(wo) + p(w)](w —wo),  (Jw—wo| <e) (2.45)

Form tersebut valid walaupun pada saat w = wg dan karena f’(zo)
ada dan oleh karena itu f kontinu di zg. Kita dapat memilih bilangan
positif § sedemikian sehingga titik f(z) berada dalam persekitaran e
dari wy, yaitu |w — wg| < € jika z berada dalam persekitaran ¢ dari
20, yaitu |z — 2| < 4. Jadi, tidaklah masalah jika mengganti variabel
w pada Persamaan dengan f(z) dengan z adalah sembarang titik
yang pada persekitaran |z — zg| < . Dengan substitusi tersebut, dan
dengan fakta bahwa wy = f(zp) maka Persamaan menjadi

Z— 20 Z— 20

(2.46)

dengan 0 < |z — 29| < ¢, dan kita tetapkan bahwa z # 20, kita tidak
menginginkan adanya pembagian dengan 0. Sebagai catatan, dalam
hal ini f kontinu di zp dan ¢ kontinu di titik wg = f(20). Oleh karena
itu, komposisi ¢[f(z)] kontinu di zp, dan karena ¢(wg) = 0, maka

lim ¢[f(z)] =0 (2.47)

Z—20

Jadi, Persamaan [2.46| menjadi Persamaan ketika z mendekati zg.
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2.8 Persamaan Cauchy-Riemann

Pada materi persamaan Cauchy-Riemann ini, kita akan menda-
patkan sepasang persamaan yang menyebabkan turunan parsial per-
tama dari fungsi komponen u dan v yang berasal dari fungsi

f(z) =u(z,y) +iv(z,y) (2.48)

harus memenuhi sepasang persamaan tersebut di titik zg = (xo,y0)

apabila turunan dari f(z) ada. Kita juga akan menunjukkan cara

untuk mengekspresikan f’(z9) dalam bentuk turunan parsial tersebut.
Kita mulai dengan memisalkan

20 = To + 1Yo, Az = Az +ilAy
dan
Aw = f(z0 + Az) — f(20)
= [u(zo + Az, yo + Ay) — u(zo, yo)] + i[v(zoAz, yo + Ay) — v(zo,y0)].
Jika kita asumsikan bahwa turunan dari f di titik zg ada, yaitu

Aw
[ _ .
f (ZO) o Al,lz—>2 Az’ (2'49)

maka berdasarkan Teorema kita peroleh

Aw Aw
o) = i Re 2V 2T Im (Y
fla) = A o) < ‘ ( Az )) T A Aps 0.0 < " < Az >>

(2.50)

Perhatikan bahwa ekspresi pada Persamaan valid saat (Ax, Ay)
mendekati (0,0) dari arah manapun. Secara khusus, misalkan bah-
wa (Az, Ay) mendekati (0,0) dari arah horizontal melalui titik-titik
(Az,0). Pada saat Ay = 0, pecahan Aw/Az menjadi

Aw  u(xo+ Az, yo) — u(zo, Yo) i Z.U(l“o + Az, yo) — v(z0, yo)

Az Ax Ax
Jadi,
) Aw . u(zo+ Az, yo) — u(zo,Y0)
1 — =1 — Uy 5
(Ax,ALI)rL(o,o) (Re <Az )) Ars0 Az (0, 30)
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dan

. Aw . v(xg + Az, yo) — v(z0, Yo)
1 Im(|(=—1))=1 = v (0,
(A%A?IJI)H—%O,O) < " ( Az)) A0 Az vz (%0, Y0)

dimana uy (o, yo) dan vy (o, yo) menotasikan turunan parsial pertama
terhadap x dari fungsi v dan v, secara berturut-turut, di titik (zo, o).
Dengan menyubstitusikan limit tersebut ke Persamaan diperoleh

f'(20) = ua (o, yo) + vz (o, yo) (2.51)

Selanjutnya kita misalkan bahwa (Az, Ay) mendekati (0,0) dari arah
vertikal melalui titik-titik (0, Ay). Pada saat Az = 0, pecahan Aw/Az
menjadi

Aw  u(xo,yo + Ay) — u(xo, Yo) n Z.v(xo, Yo + Ay) — v(zo,Yo)

Az 1Ay 1Ay
_ v(xo, 50 + Ay) —v(@o,50) u(xo,y0 + Ay) — u(zo, o)
Ay Ay

Dengan demikian,

fim | (Re <i’t;>) — lim v(zo, Yo + Ay) — v(z0,%0) _ 0y (0, 90)

(Az,Ay)—(0,0 Ay—0 Ay
dan

i Aw _ u(zo, yo + Ay) — u(zo, yo)

1 Im({=—))=-1 _
(Ax,A;/I)IL(O,O) ( " < Az )> Azlfﬁo Ay Uy (o, Yo)

Sehingga, berdasarkan ekspresi pada Persamaan diperoleh

f(20) = vy(@o, yo) — tuy (20, yo) (2.52)

dimana vy (o, yo) dan u,(xo, yo) menotasikan turunan parsial pertama
terhadap y dari fungsi v dan u, secara berturut-turut. Dalam hal ini,
Persamaan juga dapat ditulis dalam bentuk

f'(z0) = —i[uy(z0,y0) — ivy(z0,v0)].

Persamaan dan tidak hanya menunjukkan ekspresi lain
dari f’(29) dalam bentuk turunan parsial pertama dari fungsi u dan v,
namun juga menyediakan syarat perlu bagi keberadaan f’(zp). Untuk
mendapatkan syarat tersebut, kita hanya perlu menyamakan bagian
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real dan bagian emajiner pada sisi sebelah kanan dan kiri dari Per-
samaan dan Dalam hal ini, keberadaan f’(z9) memerlukan
syarat

uz (20, Y0) = vy(xo, yo) dan uy (20, Yo) = —vz(x0,y0) (2.53)

Persamaan [2.53] selanjutnya dikenal dengan nama persamaan Cau-
chy—Riemann, nama ini diambil untuk menghormati matematiakawan
dari Prancis, A. L. Cauchy (1789-1857), yang telah menemukan dan
menggunakannya, serta juga untuk menghormati matematikawan dari
Jerman bernama G. F. B. Riemann (1826-1866), yang telah membuat
persamaan tersebut menjadi fundamental dalam perkembangan teori
fungsi variabel kompleks.
Kita rangkum hasil di atas dalam bentuk teorema berikut

Teorema 2.20. Misalkan bahwa

f(2) = u(z,y) +iv(z,y)

dan misalkan pula bahwa f'(z) ada di titik z9 = xo+iye. Maka turun-
an parsial pertama dari u dan v pasti ada di (xo,y0) dan memenuhi
persamaan Cauchy—Riemann

Uy = Uy Uy = —Uy (2.54)
Selain itu, f'(z) juga dapat ditulis dalam bentuk
f'(2) = g + vy (2.55)
Dimana turunan parsial tersebut dievaluasi di titik (xo,yo).

Sebagai ilustrasi, perhatikan contoh berikut.

Contoh 2.21. Pada Contoh[2.15, kita telah menunjukkan bahwa fung-
51

f(2) = 2% = 2% —y* +i2zy
dapat diturunkan dimana-mana dan turunanannya adalah f'(z) = 2z.

Verifikasi fakta tersebut dengan menunjukkan bahwa turunan parsial-
nya memenuhi persamaan Cauchy—Riemann/!

Jawab: Misalkan bahwa f(2) = 22 = 22 — y? + i2zy, maka fungsi u
dan v dapat ditulis

u(z,y) =a>—y>  dan  w(z,y) =2y
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Turunan parsial dari v dan v terhadap = dan y adalah
Uy = 2,

Uy = —2y,
vy = 2y, dan
vy = 2T

Jelas bahwa turunan parsial tersebut memenuhi persamaan Cau-
chy—Riemann, yaitu

Uy = 2T = vy, dan Uy = —2Y = —V,
Selain itu, berdasarkan Persamaan [2.55 diperoleh
f(z) =2z +i2y = 2(x + iy) = 22
|

Karena persamaan Cauchy—Riemann merupakan syarat perlu un-
tuk keberadaan turunan fungsi variabel kompleks f di titik zg, jika
dikontraposisikan, Teorema juga dapat digunakan untuk mene-
mukan titik-titik dimana f tidak dapat diturunkan. Sebagai ilustrasi
perhatikan contoh berikut.

Contoh 2.22. Pada Contoh[2.16] kita telah menunjukkan bahwa f(z)
overlinez tidak terturunkan dimana-mana. Gunakan kontraposisi dari
Teorema untuk memuverifikasi fakta tersebut!

Jawab: Misalkan bahwa f(z) = Z dengan z = x + iy, maka
f(z) = overlinez =x + iy =x — iy
Sehingga kita peroleh fungsi v dan v sebagai berikut
u(z,y) =z, dan v(z,y) = —y

Turunan parsialnya adalah

Uy = 17
uy = 0,
vy = 0, dan
vy = —1

Jelas bahwa turunan parsial tersebut tidak memenuhi persamaan
Cauchy—Riemann, yaitu

Uy =1#—-1=uvy
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Oleh karenanya, dapat kita simpulkan bahwa f(z) tidak dapat ditu-
runkan di mana-mana. |

Contoh berikut juga merupakan ilustrasi bahwa kita dapat menen-
tukan di titik manakah suatu fungsi f tidak terturunkan

Contoh 2.23. Pada Contoh|[2.17, kita juga telah menunjukkan bahwa
f(2) = |2|? tidak terturunkan dimana-mana kecuali di z = 0. Gunakan
kontraposisi dari Teorema untuk memverifikasi fakta tersebut!

Jawab: Misalkan bahwa f(z) = |2|? dengan z = z + iy, maka
f(z) = |2* = 2® + 4
Sehingga kita peroleh fungsi u dan v sebagai berikut
u(z,y) = 22 + 92, dan v(z,y) =0

Turunan parsialnya adalah

Uy = 2,
uy = 2y,

v, = 0, dan
vy =0

Berdasarkan turunan parsial tersebut, jika persamaan Cauchy—Riemann
terpenuhi pada titik (x,y) maka

Uy = 20 =0 = v, dan Uy =2y =-0=0=—v,

Persamaan di atas hanya dapat terpenuhi saat x = 0 dan y = 0. Oleh
karenanya, dapat kita simpulkan bahwa f(z) tidak dapat diturunkan
di mana-mana kecuali di x = 0 dan y = 0, yaitu z =0+ :0 = 0. |

Berdasarkan Teorema dapat kita lihat bahwa terpenuhinya
persamaan Cauchy-Rieman pada titik 2z = (29, yo) tidak cukup untuk
memastikan bahwa f(z) memiliki turunan pada titik tersebut. Teta-
pi dengan beberapa syarat kontinuitas tertentu didapatkan teorema
penting seperti yang kita punya di bawah ini.

Teorema 2.24. Misalkan bahwa
f(2) = u(z,y) + w(z,y)

didefinisikan sepanjang beberapa persekitaran € dari suatu titik zg =
o + 1Yo, dan andaikan bahwa
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(a) turunan parsial pertama dari fungsi u dan v terhadap = dan y
ada dimana-mana pada persekitaran tersebut.

(b) turunan-turunan parsial tersebut kontinu pada (zg,yp) dan me-
menuhi persamaan Cauchy-Riemann

Uy = Vy, Uy = — Uy
pada titik (xg, yo)
Maka f'(z9) ada, dan hasil turunannya adalah
f1(2) = up + ivy
dimana turunan parsial tersebut dievaluasi di titik (xo,yo).

Bukti: Untuk memulai proses pembuktian, kita tulis Az = Ax + iAy,
dimana 0 <| Az |[< e, dan

Aw = f(z0 + Az) — f(20)

Maka
Aw = Au + iAv (2.56)
dimana
Au = u(zg + Az, yp + Ay) — u(zp, yo)
dan

Av = v(zg + Az, yg + Ay) — v(zg, yo)

Asumsi bahwa turunan-turunan parsial orde pertama dari v dan v
kontinu pada (x9, yg) maka Au dan Av dapat ditulis sebagai berikut.

Au = uy (29, y9) Az + uy (20, o) Ay + 1/ (Az)? + (Ay)?  (2.57)

dan

Av = vy (29, yo) Az + vy (20, Y0) Ay + €21/ (Az)2 + (Ay)2  (2.58)

dimana €; dan €2 mendekati 0, ketika (Az, Ay) mendekati (0, 0) pada
bidang Az. Substitusikan Persamaan dan pada Persamaan
sehingga diperoleh:

Aw = ug(z0, yo) Az + uy(z0, yo) Ay + €1/ (Az)? + (Ay)?

(2.59)
+ vz (20, Yo ) Az + vy(x0, Y0) Ay + e21/ (Az)? + (Ay)?]



74 Bab 2. Fungsi Analitik

Asumsikan bahwa persamaan Cauchy-Riemann terpenuhi di (xg, yo),
kita dapat mengganti u,(zo,yo) dengan —v,(zo,yo) dan vy(xo, yo) de-
ngan uz(xo,yo) pada Persamaan dan dibagi dengan Az, maka
diperoleh:

Aw ‘ . (Az)? 4 Ay)?
A, = uz (%9, yo) + Wy (xo, yo) + (€1 + ic2) e

(2.60)

Tetapi v/(Ax)2 + Ay)? =| Az |, jadi

‘ V(B)? + Ay)?

=1

Az

Juga, e; + iey cenderung sama dengan 0,ketika (Az, Ay) mendekati
(0,0). Sehingga, suku terakhir pada Persamaan cenderung sama
dengan 0 ketika Az = Az + iAy mendekati 0. Hal in berarti bahwa
limit dari ruas kiri dari Persamaan ada dan hasil turunannya
adalah:

I'(20) = ug + vy (2.61)

dimana limit ruas kanan akan dievaluasi pada (xg, yo)- |

Sebagai ilustrasi dari Teorema [2.24] perhatikan contoh berikut.

Contoh 2.25. Tunjukkan bahwa f(z) = €* = % mempunyai tu-
runan di setiap z, dan tentukan f'(z).

Jawab: Misal bahwa f merupakan fungsi eksponensial
f(z)=¢e* = e%eW, (2 =z + iy),
Akibat dari rumus Euler, fungsi ini dapat ditulis,
f(z) = e®cosy + ie”siny,

dimana y harus diambil di dalam bentuk radian ketika cosy dan siny
dievaluasi. Maka

U(x, ?/) = e”cosy, dan U(JC, y) = e”siny.

Jika u(x,y) dan v(z,y) dicari turunan parsial pertamanya terhadap x
dan gy, maka diperoleh
ug(z,y) = e* cosy
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uy(z,y) = —€e*siny

vy (z,y) = e*siny

vy(x,y) = e¥cosy

Berdasarkan hasil turunan parsial tersebut, dapat kita lihat bahwa

Uz = €7 CosY = vy, dan uy = —e’siny = —v,

Karena u; = v, dan u, = —v, untuk sembarang = dan y dan kare-
na turunan-turunannya kontinu dimanapun, syarat-syarat di teorema
sudah terpenuhi untuksemua titik dalam bidang kompleks. Jadi, f’(z)
ada di setiap titik z dan

f'(2) = ug + vy = €”cosy + ie” siny
Perhatikan bahwa f/(z) = f(2). [ ]

Contoh 2.26. Tunjukkan bahwa f(z) = 2> + 1 mempunyai turunan
di setiap z, dan tentukan f'(z).

Jawab: Misalkan bahwa f(z) = 22 + 1 dan z = z + iy, maka
f()=224+1= (2> —y*+1) +i2zy
dari persamaan di atas diperoleh
u(z,y) = (22 —y*> + 1) dan v(z,y) = 2xy

Jika u(x,y) dan v(z,y) dicari turunan parsial pertamanya terhadap «
dan y, maka diperoleh

uz(z,y) = 2z
“y(l’vy) = 2y
'Ux(xv y) =2y
vy(z,y) =22

Berdasarkan hasil turunan parsial tersebut, dapat kita lihat bahwa
Uy = 2T = Uy, Uy = 2Y = —Vy

Karena turunan parsial tersebut memenuhi persamaan Cauchy-Reimann,
maka dapat disimpulkan bahwa f’(z) ada dimana-mana dan turunan-
nya adalah

F(2) = up +iv, = 22 +i2y = 22
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Contoh 2.27. Tunjukkan bahwa f(z) = 2% + 5iz + 3i mempunyai
turunan di setiap z, dan tentukan f'(z).

Jawab: Misalkan bahwa f(z) = 22 4 5iz + 3i dan z = = + iy, maka

f(2) = (z —iy)* + bi(z — iy) + 3
= (2% — 2iy + y?) + (5iz — 5i%y) + 3i
(2% — y* — 5y + 3) + (2xy + 5z — 1)

dari persamaan di atas diperoleh
u(z,y) =2° —y? — 5y +3 dan v(z,y) =2xy +5x — 1

Jika u(z,y) dan v(z,y) dicari turunan parsial pertamanya terhadap x
dan y, maka diperoleh

ug(z,y) = 2z

uy(z,y) = -2y —5

Ux('rvy) =2y+95

vy(z,y) =22

Berdasarkan hasil turunan parsial tersebut, dapat kita lihat bahwa

Uy = 2T = vy, Uy =—2y—5=—2y+5) = —v,

Karena turunan parsial tersebut memenuhi persamaan Cauchy-Reimann,
maka dapat disimpulkan bahwa f’(z) ada dimana-mana dan turunan-
nya adalah

() = ug +iv, = 20 +i(2y + 5)

2.9 Turunan dalam Koordinat Polar

Misalkan bahwa 2y # 0, pada bagian ini kita akan menggunakan
transformasi
x =rcosb, y =rsinf (2.62)

untuk menyatakan kembali persamaan Cauchy-Riemann dalam bentuk
koordinat polar.
Jika kita menulis bilangan kompleks z dalam bentuk

z=x+1y atau z =ret? (z#0)
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untuk fungsi w = f(z), maka bagian real dan bagian imajiner dari
w = u + tv akan dinyatakan dalam bentuk salah satu variabel x dan
y atau r dan #. Misalkan bahwa turunan parsial orde pertama dari
u dan v terhadap x dan y ada dimana-mana dalam beberapa perseki-
taran titik tak nol zg dan kontinu di titik tersebut. Turunan parsial
orde pertama terhadap r dan 6 juga mempunyai sifat yang sama, dan
dengan aturan rantai untuk differensial fungsi bernilai real dari dua
variabel real dapat digunakan untuk mendapatkan suku-sukunya ter-
hadap variabel  dan y. Secara rinci, turunan parsial u dan v terhadap
r dan 6 dapat ditulis:

ou_Ouds  Oudy  Ou_ouds  oudy
or  Oxor Oyor’ 00  0x 00 Oyl

dan

ov_owor ovay o _ovox ovdy
or  dx0r  Oyor’ 00  0x 00 Oyl

Berdasarkan Persamaan kita dapatkan bahwa 0z /0r = cos 6,
0x/00 = —rsinf, 0y/Or = sinf, dan Jy/00 = rcosf. Dengan de-
mikian, dengan menyubstitusikan hasil tersebut ke persamaan di atas
dapat diperoleh

Uy = Ug COS O + uy sin b, Up = —UgT sin 6 + uyr cos b, (2.63)
dan
Uy = Vg cos 0 + vy sin §, Vg = —Vzrsind + uyrcos . (2.64)

Jika turunan parsial © dan v terhadap x dan y juga memenuhi persa-
maan Cauchy-Riemann, berarti

Uy = vydanu, = —v, (2.65)
di zp, sehingga Persamaan [2.64] menjadi
Up = —Uy cos 0 + uy sin 6, Vg = Uy sin @ + uyrcos (2.66)

dititik zg9. Dengan demikian, jelas bahwa dari Persamaan dan

2.00|
1 1
Up = —Vg, —Up = —Ur
r r



78 Bab 2. Fungsi Analitik

atau
U, = Vg, ug = —rv, (2.67)
di titik 20
Persamaan [2.67] merupakan suatu alternatif dari bentuk persama-

an Cauchy-Riemann pada persamaan Selanjutnya, kita dapat
mengulangi Teorema dengan menggunakan koordinat polar.

Teorema 2.28. Misalkan fungsi
f(z) =u(r,0) +iv(r,0)

didefinisikan sepanjang beberapa persekitaran € dari suatu titik zg =
ro exp(ify), dan andaikan bahwa

(a) turunan parsial pertama dari fungsi u dan v terhadap r dan 0
ada dimana-mana pada persekitaran tersebut.

(b) turunan-turunan parsial tersebut kontinu pada (rg,0p) dan me-
menuhi persamaan Cauchy-Riemann

TUr = Vg, Ug = —TUr
pada titik (rg,0¢)
Maka f'(z9) ada, dan hasil turunannya adalah
f'(z) = e (u, +iv,)
dimana turunan parsial tersebut dievaluasi di titik (19, 60p).

Sebagai ilustrasi dari teorema tersebut, perhatikan contoh berikut

Contoh 2.29. Tuliskan f(z) = 1 dalam bentuk koordinat polar dan
tunjukkan bahwa f(z) mempunyai turunan di setiap z, dan tentukan

f'(2).
Jawab: Misalkan bahwa f(z) = 1 dan z = re?, maka

L T P R | e
f(z)_z_rew_re —T(COSH isinf) (z #0)

dari persamaan di atas diperoleh

cosf dan o(r,0) = _sm@
r T

u(r,0) =
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Jika u(r,6) dan v(r,0) dicari turunan parsial pertamanya terhadap r
dan 6, maka diperoleh

’LLT(’I“ 0) cos@
ug(r,0) = Sme
vp(r,0) = Smg

vg(r,0) = 507?9

Berdasarkan hasil turunan parsial tersebut, dapat kita lihat bahwa

cos sin 6
= v097 Ugp = —

= —ru,

,

Karena turunan parsial tersebut memenuhi persamaan Cauchy-Reimann,
maka dapat disimpulkan bahwa f’(z) ada dimana-mana dan turunan-
nya adalah

cos .sinf iy e~ 1 1

Fz)=e"(= 2T Zﬁ) - ¢ 2T T et)2 T 2

Contoh 2.30. Gunakan Teorema[2.28 untuk menunjukkan bahwa un-
tuk suatu o € R, fungsi

f(z) = {fre®l?
dapat diturunkan dimana-mana.
Jawab: Misalkan bahwa f(z) = ¥/re/3 maka
f(2) = e’ = f(2) = ¥r(cosO/3 + isind/3)

dari persamaan di atas diperoleh

u(r,0) = {’/;cosg dan  v(r,0) = %sing

Jika u(r,6) dan v(r,0) dicari turunan parsial pertamanya terhadap r
dan 0, maka dlperoleh
up(r,0) = 3rs cosg

ug(r,0) = —%7“3 s1n§

op(r,0) = 37 3smg



80 Bab 2. Fungsi Analitik

vg(r,0) = %r% cos%

Berdasarkan hasil turunan parsial tersebut, dapat kita lihat bahwa

1 : 0 1 : 0

U = grﬁ cosg = vp, Uy = —§r§ sin 3= —TUy

Karena turunan parsial tersebut memenuhi persamaan Cauchy-Reimann,
maka dapat disimpulkan bahwa f’(z) ada dimana-mana dan turunan-
nya adalah

0,1 0 1
fl(z) = 6—29(,r—§ oS~ +i=r"3sin -

3 3 3 3
atau
e 0y I
(reid)?” ~ 3(reif)?  3(f(2))?

Perhatikan bahwa ketika suatu nilai z tertentu diambil dari domain f,
nilai f(z) adalah salah satu nilai dari z'/3 (lihat penjelasan pada akar
bilangan kompleks). Sehingga, ekspresi terakhir untuk f’(z) dapat
ditulis dalam bentuk

HORE

P 3(21/3)2

2.10 Fungsi Analitik

Pada bagian ini, kita akan membahas tentang konsep dari
Sebuah fungsi f dari variabel kompleks z dikatakan analitik
di titik zp jika fungsi tersebut memiliki turunan di setiap titik pada
beberapa persekitaran dari zg. Dengan demikian, jika f analitik pada
titik zp maka f juga analitik di setiap titik pada bebrapa persekitar-
an dari zg. Suatu fungsi f dikatakan analitik pada suatu himpunan
terbuka jika fungsi tersebut memiliki turunan pada setiap titik dalam
himpunan tersebut. Jika kita berbicara tentang fungsi f yang anali-
tik di himpunan S yang tidak terbuka, maka perlu dipahami bahwa
yang dimaksud dengan pernyataan tersebut adalah keanalitikan f pa-
da himpunan terbuka yang memuat S. Jadi, kita katakan bahwa f
analitik pada titik zq jika f analitik di seluruh persekitaran zg.
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Sebagai contoh, fungsif(z) = 1/z analitik di setiap titik tak nol
pada bidang kompleks. Tetapi fungsi f(z) = |2|? tidak analitik pada
setiap titik karena turunannya hanya ada di z = 0 dan pada titik zg
tersebut, persekitarannya tidak dapat diturunkan. Itulah mengapa,
walaupun f(z) = |z|? terturunkan di z = 0 tetapi fungsi tersebut
tidak analitik di titik itu.

Fungsi penuh| (entire function) adalah fungsi yang analitik di setiap
titik pada seluruh bidang kompleks. Karena turunan polinomial dapat
diturunkan di titik manapun pada bidang kompleks, maka jelas bahwa
setiap polinomial adalah fungsi menyeluruh.

Jika sebuah fungsi f tidak analitik pada titik zy tetapi analitik di
beberapa titik di persekitaran dari zp, maka zo disebut
Titik z = 0 pada kenyataannya merupakan titik singular dari fungsi
f(2) = 1/z. Disisi lain, fungsi f(z) = |x|? tidak memiliki titik singular
karena bukan merupakan fungsi analitik.

Syarat perlu, namun belum cukup, dari fungsi f menjadi analitik
di domain D adalah f kontinu dari di semua titik pada D. Memenu-
hi persamaan Chauchy-Riemann merupakan syarat perlu, tetapi tidak
cukup. Syarat cukup untuk keanalitikan f di D terdapat pada Teo-
rema dan pada subbab sebelumnya. Sehingga, ketika fungsi
diberikan dalam komponennya, yaitu fungsi u(z,y) dan v(z,y), kea-
nalitikan fungsi tersebut dapat ditunjukkan dengan menerapkan per-
samaan Cauchy-Riemann.

Contoh 2.31. Jika f(z) = coshz cosy+isinhxsiny, tentukan dima-
nakah f(z) analitik? apakah f(z) adalah entire function?

Jawab: Misalkan bahwa f(z) = cosh x cosy + i sinh z sin y, maka
u(z,y) = coshz cosy, dan v(z,y) = sinhxsiny

Jika fungsi u(z,y) dan v(z,y) diturunkan secara parsial terhadap va-
riabel z dan y maka diperoleh

uz(z,y) = sinhx cosy

uy(x,y) = —coshasiny

vz (x,y) = coshzsiny, dan

vy(x,y) = sinhz cosy

Berdasarkan hasil turunan tersebut, dapat dilihat bahwa

Uy = sinhx cosy = vy, dan Uy = —coshxsiny = —v,
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Karena turunan parsialnya ada dimana-mana dan kontinu serta meme-
nuhi persamaan Cauchy-Riemann, jelas bahwa f(z) dapat diturunkan
dimana-mana, oleh karena itu, f(z) adalah entire function. [ |

Syarat cukup lainnya yang berguna diperoleh dari rumus turunan
pada Subbab Dari subbab tersebut kita ketahui bahwa turunan
dari penjumlahan dan perkalian dua fungsi ada asalkan masing-masing
fungsi tersebut memiliki turunan. Dengan demikian, Jika dua fungst
analittk pada domain D,penjumlaan dan perkalian keduanya juga ana-
littk di D . Demikian pula, hasil baginya juga analitik pada D asalkan
penyebutnya tidak sama dengan nol untuk setiap titik pada titik D. Da-
lam hal ini, hasil bagi P(z)/Q(z) dari dua polinomial tersebut analitik
pada setiap domain asalkan Q(z) # 0.

Sebagai ilustrasi, perhatikan contoh berikut

Contoh 2.32. Tentukan dimanakah fungsi f(z) berikut analitik?

244

16 =5

Jawab: Fungsi f(z) analitik kecuali ketika penyebutnya sama dengan
nol, yaitu ketika (22 — 3)(2% 4+ 1) = 0, dalam hal ini penyebut akan
sama dengan nol pada saat z = +1/3 atau z = +i. |

Berdasarkan aturan rantai untuk turunan pada komposisi fungsi,
kita dapatkan bahwa komposisi dari dua buah fungsi yang analitik
juga analitik. Lebih tepatnya, misalkan sebuah fungsi f(z) analitik di
sebuah domain D dan peta dari D di bawah trasnformasi w = f(z)
termuat pada domain dari fungsi g(w), maka komposisi g[f(z)] analitik
di D, dengan turunan:

=gl = U

Berikut ini adalah teorema yang berkenaan dengan fungsi analitik.

Teorema 2.33. Jika f'(z) = 0 untuk setiap z di domain D, maka
f(2) fungsi konstan di sepanjang D.

Bukti: Kita akan mulai pembuktikan teorema ini dengan menuliskan
f(z) = u(x,y) +w(z,y). Asumsikan bahwa f’(z) = 0 di D, dalam hal
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ini kita tulis bahwa u, + iv, = 0 dan berdasarkan persamaan Cauch-
Riemann, diperoleh v, — iu, = 0. Sehingga,

Up = Uy = Vgp = Uy

di setiap titik di domain D.

Selanjutnya, kita akan menunjukkan bahwa u(z,y) adalah konstan
sepanjang segmen garis L yang diperpanjang dari titik P ke titik P’
dan yang berada sepenuhnya di D. Misalkan bahwa s adalah jarak
sepanjang segmen garis L dari titik P dan U adalah vektor satuan
sepanjang L dalam arah s (lihat Gambar . Kita tahu dari kalkulus
bahwa du/ds dapat ditulis sebagai perkalian titik

d
d—z = (gradu).U (2.68)

dimana grad u adalah gradien vektor

grad u = ugzi + uyj (2.69)

Gambar 2.7: Tlustrasi turunan fungsi konstan

karena u, dan u, bernilai 0 di semua D, maka grad v adalah vektor
nol pada semua titik di L. Karenanya, dari Persamaan dapat di-
simpulkan bahwa du/ds adalah nol sepanjang L dan ini berarti bahwa
u konstan pada L.

Terakhir, karena ada sejumlah hingga segmen garis yang semacam
itu, yang menghubungkan dua titik P dan ¢ di D, maka nilai dari « di
P dan @ harus sama. Kita dapat menyimpulkan bahwa ada bilangan
real konstan a sedemikian sehingga u(z,y)=a sepanjang domain D.
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Demikian pula untuk v(z,y)=b, sehingga, dapat kita katakan bahwa
f(z)=a+Dbi di setiap titik di D. [ |

Contoh berikut merupakan penerapan dari teorema di atas.

Contoh 2.34. Misalkan bahwa fungsi

f(z) = ulz,y) +iv(z, y)

dan sekawannya

f(Z) = U(.%', y) - Z’U(l‘,y)
keduanya analitik di domain D. Tunjukkan bahwa f(z) merupakan
fungsi konstan di sepanjang domain D.

Jawab: Untuk menjawab permasalahan ini, pertama-tama kita tulis

f(2) dalam bentuk

f(z) =U(z,y) +iV(z,y)
dimana
U(z,y) = u(z,y) dan Viz,y) = —v(x,y) (2.70)

Karena f(z) analitik maka turunan parsialnya memenuhi persamaan
Cauchy-Riemann

Uy = Vy dan Uy = —Vy (2.71)

Selain itu, karena f(z) juga analitik maka turunan parsialnya juga
memenuhi persamaan Cauchy-Riemann

U, =V, dan U, =-V, (2.72)
Berdasarkan Persamaan [2.70] maka Persamaan dapat ditulis
Uy = —Vy dan Uy = Vg (2.73)

Jika ruas yang berkorespondensi pada Persamaan dan pada
bagian pertama, kita peroleh fakta bahwa u, = 0 di D. Dengan
cara yang sama, jika mengurangi ruas yang berkorespondensi pada
bagian kedua di Persamaan [2.71]dan [2.73|didapatkan v, = 0. Sehingga
diperoleh nilai dari f’(z) sebagai berikut

f'(2) = ug + vy, =040 =0
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dan menurut Teorema jelas bahwa f(z) adalah fungsi konstan
disepanjang domain D. |

Contoh [2.34] di atas dapat digunakan untuk menyelesaikan contoh
berikut.

Contoh 2.35. Buktikan bahwa jika modulus |f(z)| konstan untuk se-
tiap z € D maka f(z) merupakan fungsi konstan pada D!

Jawab: Untuk menyelesaikan permasalahan ini, misalkan bahwa
|f(z)]=c  untuk setiap z € D (2.74)

dimana c adalah bilangan real yang konstan. Jika ¢ = 0, maka jelas
bahwa f(z) = 0 untuk setiap z di D. Jika ¢ # 0, maka berdasarkan
fakta bahwa 2Z = 22 maka hasil berikut

f)f(z) =¢

menunjukkan bahwa f(z) tidak mungkin nol di D. Oleh karena itu,

untuk setiap z € D

Sehingga dapat disimpulkan bahwa f(z) analitik dimana-mana di D.
Hasil dari Contoh di atas menyimpulkan bahwa f(z) merupakan
fungsi konstan sepanjang domain D. |

2.11 Fungsi Harmonik

Sebuah fungsi dua variabel bernilai real H dikatakan [fungsi harmo
jika turunan parsial pertama dan kedua fungsi H ada dan kontinu

serta memenuhi persamaan
yang dikenal dengan nama Persamaan Laplace.

Contoh 2.36. Jika T(z,y) = e Ysinx, tunjukkan bahwa T adalah
fungsi harmonik
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Jawab: Misalkan bahwa T'(x,y) = e~ ¥ sin z, maka
T.(x,y) =e Ycosz dan Ty(x,y) = —e Ysinx
dan
Tox(z,y) = —€ Ysinx dan Tyy(xz,y) =e Ysinx

Jelas bahwa turunan parsial pertama dan kedua fungsi T ada dan
kontinu serta memenuhi

Tow(z,y) + Tyy(x,y) = —e Ysinz + e ¥sinz =0

Jadi, dapat disimpulkan bahwa T" merupakan fungsi harmonik. |

Selanjutnya perhatikan teorema berikut

Teorema 2.37. Jika suatu fungsi f(z) = u(z,y) + iv(x,y) analitik
pada domain D maka komponen fungsi tersebut, yaitu fungsi u dan v
Jjuga harmonik di D.

Bukti: Untuk membuktikan teorema ini, perlu dipahami bahwa jika
suatu fungsi variabel kompleks analitik pada suatu titik maka bagian
real dan imajinernya memiliki turunan parsial tingkat n dan kontinu
di titik itu. Sehingga, jika diasumsikan bahwa f analitik di D, maka
komponenya haruslah memenuhi persamaan Cauchy-Riemann sepan-
jang domain D:

Up = Uy, Uy = —Vg (2.76)

dengan menurunkan kedua ruas pada persamaan di atas terhadap x
diperoleh

Uge = Vyz, Uyzy = —VUgy (2.77)
Dengan cara yang sama, turunan terhadap y adalah
Uzy = Vyy, Uyy = —Vzy (2.78)

Berdasarkan teori pada kalkulus, jika turunan parsial dari v dan v

kontinu maka berlaku uy, = uzy dan vy, = vy. Sehingga berdasarkan
Persamaan [2.77] dan [2.7§] diperoleh

Ugz + Uyy = 0 dan Vg + Vyy = 0

Jadi, v dan v adalah fungsi harmonik. |

Sebagai ilustrasi dari teorema tersebut, perhatikan contoh berikut.
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Contoh 2.38. Tunjukkan bahwa komponen dari fungsi
f(z) =eYsinz —ie Ycosx
merupakan fungsi harmonik!

Jawab: Misalkan bahwa f(z) = e Ysinz — ie ¥ cos z, maka
u(z,y) =e Ysinz dan v(z,y) = —e Ycosx

Turunan parsial dari u(z,y) dan v(x,y) terhadap = dan y adalah
ug(z,y) = e Ycosz,

uy(z,y) = —e ¥sinw,

ve(x,y) = e Ysinz, dan

vy(z,y) = e Ycosz.

Berdasarkan hasil turunan parsial tersebut, dapat dilihat bahwa

Uy =€ Ycosx =y dan uy = —e Usine = —v,

Karena turunan parsialnya ada dimana-mana dan kontinu serta me-
menuhi persamaan Cauchy-Riemann, jelas bahwa f(z) dapat ditu-
runkan dimana-mana, oleh karena itu, f(z) adalah entire function,
ini berarti bahwa f(z) analitik dimana-mana. Sehingga, berdasarkan
Teorema dapat kita simpulkan bahwa w(z,y) = e Ysinz dan
v(z,y) = —e~Y cos x,keduanya, merupakan fungsi harmonik. [ |

Contoh 2.39. Dengan cara yang sama dengan contoh di atas, dapat
ditunjukkan bahwa fungsi f(z) = 1/2° analitik asalkan z # 0 dan

karena
a2\ i izt 2oy +i(a® -y
22 - 22 2 - (25)2 - ’2‘4 - ($2+y2)2

maka komponen-komponennya adalah

(2 — y?)

dan ’U(.T,y) = m

2xy

Dua fungsi tersebut merupakan fungsi harmonik dalam bidang xy asalk-
an tidak memuat titik asal.
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Jika diberikan fungsi harmonik « dan v dalam domain D dan tu-
runan parsial orde pertama memenuhi persamaan Cauchy-Riemann
sepanjang D, maka v disebut harmonik conjugate dari u. Arti ka-
ta conjugate disini tidak sama dengan conjugate dalam Bab 1, yang
didefinisikan pada Z.

Teorema 2.40. Fungsi f(z) = u(z,y)+iv(z,y) analitik dalam domain
D jika dan hanya jika v harmonik conjugate dari .

Bukti: Jika v adalah sekawan harmonik dari v di D, maka berda-
sarkan definisi fungsi harmonik dan fakta dari Teorema tentang
syarat cukup persamaan Chaucy-Riemann, dapat dikatakan bahwa f
analitik sepanjang D. Sebaliknya jika f analitik sepanjang D, kita
tahu bahwa dari Teorema di atas bahwa « dan v adalah fungsi
harmonik di D. |

Contoh di bawah ini menunjukkan jika v adalah sekawan harmonik
dari v di domain D, tidak berlaku sebaliknya, yaitu u bukan sekawan
harmonik dari v

Contoh 2.41. Misalkan bahwa f(z) = 2? dan z = x + iy, maka dari
penjabaran fungsi

f(2) = (z+1iy)? = 2® — y* +i2xy
diperoleh komponen fungsi f(z) yaitu
u(ey) =~y dan  o(e,y) = 2oy

Tunjukkan bahwa v adalah sekawan harmonik dari u namun u bukan
sekawan harmonik dari v!

Jawab: Fungsi f(z), pada contoh bagian subbab turunan variabel
kompleks, telah ditunjukkan sebagai fungsi yang dapat diturunkan
dimana-mana. Oleh karena itu, jelas bahwa fungsi f(z) adalah en-
tire function, yang berarti bahwa fungsi f(z) analitik dimana-mana.
Sehingga, berdasarkan Teorema dapat disimpulkan bahwa fung-
si komponennya, yaitu u(x,y) dan v(z,y), merupakan fungsi harmo-
nik. Selain itu, karena f(z) dapat diturunkan dimana-mana, maka je-
las bahwa u(z,y) dan v(z,y) memenuhi persamaan Chaucy-Riemann.
Dengan demikian, jelas bahwa v(x,y) merupakan sekawan harmonik
dari u(zx,y).
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Namun tidak demikian jika terjadi sebaliknya, yaitu, misalkan bah-

wa
9(2) = 2zy +i(a® — y*) = v(z,y) + iu(z,y)

karena

Ua:(wv y) =2y,

vy(fc,y) = 2z,

uz(z,y) = 2z, dan

uy(z,y) = =2y

maka jelas bahwa
U(:E) = 2?/ # _2y == Uy dan ’Uy = 2 :;ﬁ — Uy

(perlu dipahami bahwa simbol u dan v yang digunakan dalam pe-
ngecekan persamaan Chaucy-Riemann di atas berbeda dengan ru-
mus pengecekan seperti pada subbab sebelumnya karena pada contoh
ini, komponen fungsi g(z) merupakan kebalikan dari komponen fungsi
f(2)). Dalam hal ini, jelas bahwa komponen fungsi g(z) tidak memenu-
hi persamaan Chaucy-Riemann. Dengan demikian g(z) tidak analitik,
yang berarti bahwa u(z,y) bukan sekawan harmonik dari v(z,y). W

Pada contoh berikut, akan dijelaskan cara menentukan fungsi kom-
ponen v(z,y) jika diberikan fungsi komponen u(x,y) yang memiliki
sifat bahwa v(x,y) merupakan sekawan harmonik u(x,y).

Contoh 2.42. Temukan fungsi komponen v(x,y) jika diketahui bahwa
fungsi tersebut merupakan sekawan harmonik fungsi komponen

u(z,y) = v — 322y (2.79)

Jawab: Karena v(z,y) merupakan sekawan harmonik dari u(zx,y)
maka v dan v memeunuhi persamaan Cauchy-Riemann berikut

Uy = Uy dan Uy = —Uy (2.80)
Persamaan turunan pertamanya adalah
uy(z,y) = —6zy

Jika x dibuat tetap dan kita integralkan kedua ruas persamaan di atas
terhadap y, maka diperoleh

v(z,y) = =329 + ¢(x) (2.81)
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dimana ¢(z) merupakan fungsi sembarang yang bergantung pada va-
riabel . Dengan menggunakan bagian kedua dari Persamaan [2.80
didapat:

3y% — 322 = 3y + ¢/ ()

Atau ¢/(x) = 322 dan ini berarti bahwa ¢(x) = 23 + C, dimana C
merupakan sembarang bilangan real. Berdasarkan Persamaan [2.81
maka fungsi

v(z,y) = —3zy2+ 23+ C (2.82)

adalah harmonik konjugate dari u(z,y). Jadi fungsi analitik yang dii-
nginkan adalah

f(z) = (y3 — 322y) + i(—3zy2 + 23+ C) (2.83)

2.12 Rangkuman
1. Misalkan bahwa

f(z) =u(z,y)+iv(z,y), z20==x0+iyo dan wy= ug+ivy

Maka
lim f(z) = wo
Z—20
jika dan hanya jika
lim  wu(z,y) =wug dan lim  v(z,y) =
(@,y)—(z0,90) (2,y)=(0,y0)

2. Jika zy dan wqg adalah titik di bidang z dan w, maka

1
lim f(z) = o0 jika dan hanya jika lim —— =0

220 Z—r20 f(Z)

dan

1
lim f(z) =wo jika dan hanya jika lim f(;) = wy

Z—20 Z—20

Selain itu

Zli_}rrzlo f(z) = o0 jika dan hanya jika Zli_>nzlo m =0



Bab 2. Fungsi Analitik 91

3.

4.

Komposisi dari fungsi-fungsi kontinu adalah kontinu.

Jika sebuah fungsi f(z) kontinu dan tidak bernilai nol di titik 2o,
maka f(z) # 0 di semua titik di sekitarnya.

. Jika fungsi f kontinu di seluruh daerah R yang keduanya ditutup

dan dibatasi, terdapat bilangan real bukan negatif M sehingga
|f(2)| < M untuk semua titik z didalam R (2.84)

di mana kesetaraan berlaku untuk setidaknya satu z tersebut.

Diberikan fungsi

f(2) = u(z,y) +iv(z,y)

yang didefinisikan pada sepanjang suatu persekitaran ¢ dari sua-
tu titik z9 = zg+1yo, dan andaikan turunan parsial orde pertama
dari fungsi u dan v terhadap x dan y berada pada semua titik
pada persekitaran tersebut. Jika turunan-turunan parsial ter-
sebut kontinu pada (xy, yp) dan memenuhi persamaan Cauchy-
Riemann

Up = Vy, Uy = — Uy

pada titik (zg, yg), maka f'(z9) ada.

Misalkan fungsi
f(z) =u(r,0) +iv(r,0)

terdefinisi pada suatu lingkungan e dari titik tak nol zy = roe(?%0).
Misalkan pula bahwa turunan parsial orde pertama dari fungsi
u dan v terhadap r dan 6 ada dimana-mana dalam lingkungan
tersebut dan kontinu dititik (rofp). Jika turunan parsial perta-
ma memenuhi persamaan C-R dalam bentuk koordinat polar di
(ro,6p), maka turunan f’(29) ada.

Jika f'(z) = 0 untuk setiap z di domain D,maka f(z) fungsi
konstan di sepanjang D.

Fungsi f(z) = u(z,y) +iv(z,y) adalah analitik dalam domain D
jika dan hanya jika v konjugat harmonik dari u.
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2.13 Bahan Diskusi

Diskusikan permasalahan-permasalahan berikut.

1.

Tentukan dan sketsalah fungsi f(z) = 2? dengan syarat

22—yt =c dan 2xy = co

dengan c¢; < 0 dan ¢ < 0.

Gunakan induksi matematika dan sifat limit untuk menunjukkan
bahwa

lim 2" = z{.
Z—r20

Tunjukkan bahwa limit fungsi

tidak ada apabila z — 0

Buktikan bahwa himpunan S tak terbatas jika dan hanya jika
setiap persekitaran dari titik di tak hingga memuat sedikitnya
satu titik di S.

Buktikan rumus turunan dari jumlahan dua fungsi.

Buktikan bahwa komposisi dua fungsi penuh merupakan fungsi
penuh.

2.14 Rujukan
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2.15 Soal-soal Latihan

1. Gambarkan domain dari fungsi

7(z) = Arg (1)

P
2. Nyatakan fungsi
1
f(z)=z+ Pt z2#0
dalam bentuk f(z) = u(r,0) + iv(r,0).

3. Tunjukkan bahwa garis ay = = (a # 0) dipetakan pada spiral
v = € oleh transformasi w = e* dimana w = ve'?.

4. Diberikan bilangan-bilangan kompleks a dan b. Gunakan definisi
limit untuk menunjukkan bahwa

lim (az + b) = azp + b.

Z—r20
5. Jika Az = z — 2, tunjukkan bahwa

g, () = wo

jika dan hanya jika

Aligo f(z0 + Az) = wp.

6. Gunakan teorema limit untuk menunjukkan
4 2
lim —— =4,
2Z—00 (z — 1)2
7. Fungsi '
g(z):ﬁe’9/2, r>0—-n1<0<mw
analitik di domainnya, dengan turunan
1
/
g(2) =
29(z)
Tunjukkan bahwa fungsi komposisi F'(z) = ¢g(2z — 2+ 1) analitik
pada bidang {(x,y) : > 1} dengan turunannya

1
g2z —2+14)

F'(2)
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Bab 3

Fungsi Elementer

Setelah mahasiswa membaca dan mempelajari bab ini, kemampuan
akhir yang diharapkan secara umum adalah :

1. mampu berpikir secara kritis dan logis;

2. punya kemampuan dan kreativitas dalam menyelesaikan masalah-
masalah yang relevan;

3. dapat bertanggungjawab dalam melaksanakan tugas;
4. bersifat jujur, etis, kreatif, dan mampu bekerjasama;
5. punya kemampuan dalam berkomunikasi melalui diskusi materi.

Sedangkan kemampuan akhir mahasiswa yang diharapkan secara
khusus adalah :

1. menjelaskan beberapa fungsi elementer, turunannya, dan invers-
nya;

2. menganalisa dan membuktikan sifat-sifat yang berkaitan dengan
fungsi elementer, turunannya, dan inversnya;

3. menyelesaikan permasalahan yang berhubungan dengan fungsi
elementer, turunannya, dan inversnya.

95
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3.1 Fungsi Eksponensial

Fungsi eksponensial e* didefinisikan sebagai

z

e = e%el (z =z +1y) (3.1)
dengan menggunakan rumus Euler
e = cosy + isiny (3.2)

dan y diukur dalam radian. Pada definisi ini, ¢* akan menjadi fungsi
eksponensial biasa dalam kalkulus ketika diambil y = 0 dan untuk
memudahkan penulisan, kita sering menulis e* dalam bentuk exp z.

Perhatikan bahwa karena akar positif ke-n, yaitu {/e ditetapkan
untuk e” pada saat r = % (n = 2,3,...), maka Ekpresi menun-
jukkan bahwa fungsi eksponensial kompleks e* juga dapat ditulis /e
ketika z = 1 n = (2,3,...).

Menurut definisi e%e = et dan berdasarkan sifat

eFleT2 — pT1ta2

maka

Z1

efle™ = ef1ta2, (3.3)

yang dapat ditunjukkan dengan mudah. Untuk memverifikasinya, mi-
salkan bahwa

Z1 = X1 + Y1 dan 2o = T + 1Yo

maka
e1e%2 = (%161 (e2e2) = e(T1F72) iy ty2)

dan karena
(1 +x2) +i(y1 + y2) = (x1 +iy1) + (2 +iy2) = 21 + 22

maka ruas kanan persamaan terakhir tersebut menjadi e*1*?2. Jadi,
sifat pada Persamaan telah terbukti.

Perhatikan bagaimana sifat pada Persamaan memungkinkan
kita untuk menulis e**~*2¢%2 = ¢*1 atau

e (3.4)
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Dari persamaan di atas dan fakta bahwa e = 1, maka e% =e %

Ada sejumlah sifat penting lainnya dari e?, misalnya,

d
aez =e° (3.5)

Perhatikan bahwa turunan e® untuk semua z memberi tahu kita bahwa
e adalah entire function. Juga berlaku bahwa

e #0 (3.6)

untuk setiap bilangan kompleks z. Bukti dari pernyataan tersebut
diperoleh dengan menulis Persamaan [3.1] dalam bentuk

e* = pe'? dengan p=cdan ¢ =y
yang menyatakan bahwa

7| = ¢® dan arg(e?) =y + 2nw (n=0,41,42,...).
(3.7)

Jadi, pernyataan merupakan akibat dari fakta bahwa |e*| selalu
positif.
Sifat e*, ditemukan berdasarkan fakta bahwa

ez+27rz z627rz dan 62771 -1

=e
yaitu, e? bersifat periodik, dengan periode imajiner 2mi:
eF 2 — 7 (3.8)

Untuk sifat lain dari e yang tidak dimiliki oleh e*, kita lihat bah-
wa e® selalu positif, namun e* bisa negatif. Ingat bahwa ™ = —1.
Sehingga

ei(2n+1)7r — e2nmtim _ ji2nmw im (1)(_1) -1 (n =0,4+1,42,.. )

Contoh 3.1. Untuk menemukan bilangan kompleks z = x + iy sede-
mikian sehingga

e* =141, (3.9)
kita tulis Persamaan [3.9 sebagai

- T
e = /2T
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sehingga berdasarkan kesamaan dua bilangan kompleks, diperoleh

e =v2 dan  y=-+2r  (n=0+142,...)

4
Karena In(e®) = z, maka
1 1
r=Inv2= gn2  dan y=(@n+r (n=0,41,42,...)
Jadi,
1 1 .
z:2ln2—|—<2n—|—4> i (n=0,£1,£2,...). (3.10)

3.2 Fungsi Logaritma

Motivasi kita untuk mendefinisikan fungsi logaritma didasarkan pada
pencarian solusi w pada persamaan

e’ =z (3.11)

dengan z adalah bilangan kompleks tak nol. Kita mulai dengan memi-
salkan z = 7¢'® (—m < © < 1) dan w = u + iv. Sehingga Persamaan
3.11{ menjadi
eueiv — Tei@
Ingat bahwa
et =r dan v=0+2n7

dengan n adalah sembarang bilangan bulat. Karena persamaan e* = r
sama dengan u = Inr, maka Persamaan dapat dipenuhi jika dan
hanya jika w memiliki salah satu nilai dari

w=Inr+i(© + 2nn) (n=0,£1,£2,...)
. Jadi, jika kita tulis
logz =Inr +i(© + 2nn) (n=0,£1,£2,...). (3.12)
maka Persamaan [3.11] memberitahu kita bahwa
elo9? = (z #0), (3.13)

yang berfungsi untuk memotivasi Ekspresi sebagai definisi fungsi
logaritma (bernilai banyak) dari variabel kompleks tak nol z = re’®.
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Contoh 3.2. Jika z = —1—+/3i, makar =2 dan © = _T% Sehingga
. [ 2 1\ .
log(—l—@):ln2+z —?+2n7r =In2+42 n—g e

dengan (n =0,4+1,£2,...). |

Harus ditekankan bahwa tidaklah benar ruas kiri Persamaan [3.13]
yaitu eksponensial dan logaritma saling dicoret dan menghasilkan z.
Lebih tepatnya, karena Ekspresi dapat ditulis

logz =In|z| +iarg z
dan karena
le*| = e* dan arg(e®) =y + 2nmw (n=0,£1,£2,...)
saat z = x + 1y, kita tahu bahwa
log(e®) = In|e*| +iarg(e®) = In(e®) + i(y + 2nw) = (z + iy) + 2nmi)

untuk (n =0,+1,+2,...).
Jadi,

log(e®) = z + 2nmi (n=0,£1,£2,...). (3.14)

Nilai utama (principal value) dari log z adalah nilai yang diperoleh
dari persamaan ketika n = 0 dan dinotasikan dengan Log z. Jadi,

Log z =Inr +i0©. (3.15)

Perhatikan bahwa Log z terdefinisi dengan baik dan bernilai tunggal
ketika z # 0. Sehingga

log z = Log z + 2nmi (n=0,£1,42,...). (3.16)

Ketika z adalah bilangan real positif 2 = r maka persamaan ter-
sebut menjadi logaritma biasa dalam kalkulus. Untuk melihat ini,
kita cukup memisalkan z = re®, pada kasus Persamaan menjadi
Log z = Inr. Yaitu, Log r = Inr.

Contoh 3.3. Dari ekspresi Persamaan [3.15, kita dapatkan bahwa
logl =In1+i(0+ 2nmi) = 2nmi  (n=0,+1,£2,...)

Seperti yang telah diharapkan, yaitu Logl = 0.
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Contoh berikut menyatakan bahwa walaupun kita tidak dapat me-
nemukan logaritma dari bilangan real negatif di kalkulus, namun pada
bagian ini kita dapat menyatakannya.

Contoh 3.4. Perhatikan bahwa
log(—1) =In1+i(r+2nmi) = 2n+ Dmi  (n=0,41,42,..)

Sehingga Log(—1) = mi

3.3 Branch dan Turunan Logaritma

Jika z = re'? adalah bilangan kompleks tak nol, argumen 6 memiliki
salah satu dari nilai-nilai § = © 4 2n7w(n = 0,+1,42,...), dimana
O = Arg 2. Sehingga definisi

log z = Inr + i(© + 2nm) (n=0,%£1,+£2,...)
dari fungsi logaritma bernilai banyak dapat ditulis
logz =Inr+ 10 (3.17)

Jika kita memisalkan « sebagai bilangan real dan membatasi nilai
f dalam Persamaan sehingga o < 6 < o + 27w, maka fungsi

logz =Inr+ 0 (r>0,a<6<a+?2n), (3.18)
dengan komponen-komponen
u(r,0) =1Inr dan v(r,0) = 6. (3.19)

bernilai tunggal dan kontinu dalam domain yang telah didefinisikan.
Perhatikan bahwa jika Fungsi didefinisikan pada garis dengan
sudut § = «, maka fungsi tersebut tidak akan kontinu. Karena jika z
adalah titik pada garis dengan sudut 8 = «, maka ada titik-titik yang
secara bebas dekat ke z pada saat nilai-nilai v mendekati o dan pada
saat nilai-nilai v mendekati o + 27r.

Fungsi tidak hanya kontinu tetapi juga analitik di domain
r > 0,a < 0 < a+ 27 karena turunan parsial orde pertama dari v dan
v kontinu sehingga memenuhi persamaan Cauchy-Riemann.

ru, = 00, uf = —ro,
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Dengan demikian,

d : el
—log z = e"e(ur +ivy) = e < + i0> =
r

dz ret
atau
d 1
—logz=— (Iz| >0, a<argz < a+2m (3.20)
dz z
Secara khusus
dy L 2> 0,—7 < Arg 2 < ) (3.21)
—TLog z =~ z -7 rg 2 < ). .
dz g o ) g

Sebuah cabang (branch) dari fungsi f bernilai ganda adalah Sem-
barang fungsi F' bernilai tunggal yang analitik dalam beberapa doma-
in di setiap titik z dengan F'(z) sebagai salah satu dari nilai-nilai f.
Persyaratan keanalitikan mencegah F' untuk mengambil nilai f secara
acak. Perhatikan bahwa untuk setiap « yang tetap, Fungsi bernilai
tunggal merupakan suatu branch dari Fungsi bernilai ganda [3.17]
Fungsi

logz=Inr+i0(r >0,-1< 0 <) (3.22)

disebut cabang utama (principal branch).

Potongan cabang (branch cut) adalah bagian dari garis atau ku-
rva yang diperkenalkan dalam rangka untuk mendefinisikan branch F
dari fungsi f yang bernilai ganda. Titik-titik pada branch cut untuk
F adalah titik-titik singular dari F', dan setiap titik yang merupakan
branch cut dari f disebut sebagai titik cabang (branch point). Titik
asal dan garis dengan sudut 6 = o merupakan branch cut dari Persa-
maan pada fungsi logaritmia. branch cut untuk principal branch
pada Persamaan terdiri dari titik asal dan garis dengan sudut
© = « . Titik asal merupakan branch cut untuk cabang-cabang dari
fungsi logaritmik bernilai ganda.

Perhatian khusus perlu diambil dalam menggunakan cabang dari
fungsi logaritma, terutama karena identitas yang melibatkan logaritma
tidak selalu dapat diterapkan dari kalkulus.

Contoh 3.5. Ketika principal branch pada Persamaan [3.29 digunak-

an, maka dapat dilihat bahwa
Log (i%) = Log(—i) =In1 — Zg = _gi

dan 3Log i = 3(Inl1+i%) = %’rz Sehingga, Log(i%) # 3Log i.
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3.4 Identitas yang Melibatkan Logaritma

Jika z; dan 2o menotasikan dua bilangan kompleks tak nol, maka sa-
ngatlah mudah untuk menunjukkan bahwa

log(z122) = log z1 + log zs. (3.23)

Persamaan di atas melibatkan fungsi bernilai banyak, yang ditafsirkan
dengan cara yang sama dengan pernyataan

arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2) (3.24)

Artinya, jika nilai dua dari tiga logaritma ditentukan, maka nilai ketiga
seperti persamaan akan terpenuhi.

Verifikasi Persamaan dapat didasarkan pada Persamaan [3.24
dengan cara berikut. Karena |z122| = |z1||22| dan karena semua mo-
dulinya adalah bilangan real positif, maka dari sifat logaritma seperti
yang ada dalam kalkulus, diperoleh

In|z122] = In|z1| + In |22
Jadi, persamaan di atas dan Persamaan mengakibatkan
In|z129| + targ(z122) = (In|z1| + iarg z1) + (In|z2| + iarg z2). (3.25)

Akhirnya, dengan melihat cara penafsiran pada Persamaan dan
3.24] maka dapat kita simpulkan bahwa Persamaan [3.25| sama dengan
Persamaan 3.23

Contoh 3.6. Untuk mengilustrasikan pernyataan pada Persamaan
tulis z1 = 29 = —1 dan ingat bahwa

log 1 = 2nmi dan log(—1) = (2n + 1)mi

dengan n = 0,%x1,+£2,.... Perhatikan bohwa z1zo = 1 dan dengan
menggunakan nila

log(z122) =0 dan log z1 = mi
maka Persamaan terpenuhi manakala nilai log ze = —mi yang

dipilih.
Di sisi lain, jika nilai-nilat utama

Log 1=0 dan Log (—1) = mi



Bab 3. Fungsi Elementer 103

digunakan, maka
Log (z122) =0 dan Log z1 + log z9 = 27i

untuk bilangan kompleks zidanzo yang sama. Jadi pernyataan pada
Persamaan yang kadang benar ketika log digantikan oleh Log,
tidak selalu benar ketika menggunakan nilai-nilai utamanya.

Verifikasi pernyataan
log - log z1 — log 29 (3.26)
22

yang ditafsirkan dengan cara yang sama seperti Pernyataan dapat
dibuktikan sebagai latihan.
Selain itu, jika z adalah bilangan kompleks tak nol, maka

V=emlo8F (n=0,41,42,...) (3.27)

untuk sembarang nilai log z yang diambil. Persamaan [3.27] dapat di-
buktikan dengan mudah jika kita memisalkan z = re? dan kedua ruas
akan menjadi r"e™?.

Jika z # 0, maka

2" = exp <1 log z> (n=1,2,..) (3.28)
n

Dalam hal ini, suku pada ruas kanan memiliki n nilai yang berbeda,
dan nilai-nilai tersebut adalah akar-akar dari z. Untuk membuktikan
ini, kita misalkan z = rexp(i0), dengan © sebagai nilai utama dari
arg z. Maka,

1 1
exp ( log z) = exp [ Inr +
n n
dengan k = 0,41, +2,.... Jadi,

1 2k

(3.29)

Karena exp(i2km/n) memiliki nilai yang berbeda hanya ketika k =
0,1,...,n—1, ruas kanan pada Persamaan [3.29 hanya memiliki n nilai.
Persamaan pada ruas kanan, sebenarnya, merupakan ekspresi untuk
akar-akar dari z, dan oleh karenanya dapat ditulis z%/”. Hal ini meng-
akhiri pembuktian Persamaan [3.28] yang sebenarnya juga valid ketika
n adalah bilangan bulat negatif.

i(© + 2zm)}

n
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3.5 Eksponen Bilangan Kompleks

Jika z # 0 dan eksponen ¢ adalah bilangan kompleks, fungsi z¢ di
definisikan dengan persamaan

2¢=elogz (3.30)

Dimana log z menotasikan fungsi logaritma bernilai banyak. Persama-
an [3.30| menyatakan suatu definisi yang konsisten dari z¢ dalam arti
bahwa z¢ sudah diketahui berlaku ketika ¢ = n (n = 0,£1,£2,...)
dan ¢ =1 (n==41,£2,...).

Contoh 3.7. Perpangkatan dari z, pada umumnya bernilai banyak,
seperti yang ditlustrasikan sebagai berikut. Misalkan bahwa

i~2 = exp(—2ilog 1)

dan jika z = 1 maka
) T 1, .
logz:ln1+z(§+2n7r):(Qn—i—i)m (n=0,£1,£2,....)
Int menunjukkan bahwa
i =exp[(4n+1)7]  (n=0,£1,42,...) (3.31)

¢ adalah bilangan real.

Z, yaitu,

Perhatikan bahwa semua nilai-nilai i =2
Karena fungsi eksponensial memiliki sifat eiz =e”
1 1

_—— —— = —_ 1 = -
z¢  exp(clogz) exp(—clogz) = 2

C

maka 1/i% dapat ditulis Z% =i72%. Menurut ekspresi pada Persamaan

maka

1
ST exp[(4n + 1)7] (n=0,£1,£2,...) (3.32)

[
Jika z = re’® dan o adalah bilangan real, cabang (branch)
logz=1Inr+1i0 (r>o0,a<6<a+2m)

dari fungsi logaritmik bernilai tunggal dan analitik dalam domain yang
telah didefinisikan. Ketika branch tersebut digunakan, maka fungsi
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2¢ = exp(clogz) bernilai tunggal dan analitik dalam domain yang

sama. Turunan dari branch dari z¢ ditemukan menggunakan aturan
rantai

d d
%z - exp(clogz) = — exp(clog 2)

dan berdasarkan identitas z = exp(log z), maka diperoleh

d . exp(clogz)

& e SPleogz) 1)1
i =c exp(log 7) cexp[(c — 1) log z]

atau

d
d—z = cz¢7! (Jz2| >0, < argz < o + 2m) (3.33)
2

Nilai utama (principal value) dari z¢ (P -V - 2¢) terjadi ketika log z
digantikan oleh Log z pada definisi Persamaan [3.30

P.V.z¢=¢ekog= (3.34)
Persamaan juga berfungsi untuk mendefinisikan cabang utama

(principal branch) dari fungsi z¢ pada domain |z| > 0, —7 < Arg(z) <
T

Contoh 3.8. Nilai utama dari (—i)" adalah

explilog(—1i)] = exp { (ln 1— z%)] = expg
Jads,

P.V. (_7/)1 = eng (335)

Contoh 3.9. Cabang utama dari 25 dapat ditulis
2 2 2 2
exp (3 Log z> = exp <3 er+ 31’@) Vr2 exp < S)
Jadi,
PV.zi= \/>cos — —|— Z\/>51n— (3.36)

fungsi ini analitik dalam domainr > 0,—7m <O <
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Contoh 3.10. Misalkan bahwa z1, z2, dan zs adalah bilangan kom-
pleks tidak nol

z1=1+1, z0=1—1, dan z3=—1—1
Jika nilai-nilat utama dari perpangkatan diambil, maka

(2122)1 — 9l — ezLog 2 _ ez(ln 24-i0) _ 6””2

dan
Zi _ piLog(1+i) _ 6i(lnﬂ+i7r/4 — o T/4,i(In2)/2
z§ — eiLog(1—i) _ ji(lnv2—in/4 _ /4 ,i(In2)/2
jadsi,

(z122)" = 282} (3.37)

seperti yang mungkin telah diharapkan.
Di sisi lain, kita juga mendapatkan nilai-nilai utama dari

(2223)1’ _ (_2)i _ eiLog(—Q) _ ei(ln?—‘riﬂ) _ e—weian

dan
2 = efloa(=1-1) — piInV2—i%T) _ 2T i(In2)2
Sehingga
(2223)1’ _ [e7r4ei(ln2)2] [637r4ei(ln2)2]e—27r
atau
(2223)" = 2325 7" (3.38)
|

Menurut definisi pada Persamaan [3.30] fungsi eksponensial dengan
basis ¢, dimana ¢ adalah konstanta kompleks tak nol, dan ditulis

* = e*lose (3.39)

Perhatikan bahwa meskipun e®, secara umum, bernilai banyak me-
nurut definisi pada Persamaan [3.39] interpretasi biasa dari e terjadi
ketika nilai utama dari logaritma diambil. Ini karena nilai utama loge
adalah 1.
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Ketika nilai log ¢ ditentukan, ¢* adalah entire function dari z. Fak-

tanya,
d z d zlo; 1
—cF = —¢" %8¢ =" % ogc
dz dz &
dan ini menunjukkan bahwa
icz = c*logc (3.40)
dz
3.6 Fungsi Trigonometri
Berdasarkan rumus Euler,
e = cosx +isinx dan e =cosx —isinx
untuk setiap bilangan real . Sehingga
e — e = 9jsinx dan e + e =2cosx
jadi,
eiz o e—iw eia: + e—iac
sing = ————— dan cosx = —————
29 2

Oleh karena itu, tidak aneh untuk mendefinisikan fungsi sinus dan
kosinus dari variabel kompleks z sebagai berikut:

62'2 o e—iz eiz + e—iz
sing = ——— dan co8sz = ——— 3.41
2 2 ( )
Fungsi-fungsi adalah entire function karena fungsi-fungsi tersebut ada-
lah kombinasi linear dari entire function e'* dan e **. Dengan meng-

gunakan hasil turunan fungsi-fungsi eksponensial

d . . d _. o
—e'® = e’? dan —e ¥ = —je ¥
dz dz
maka turunan dari Persamaan B.41] adalah
—sinz = cos z dan —cosz = —sinz (3.42)

dz dz

Sangat mudah untuk melihat dari definisi pada Persamaan [3.41
bahwa fungsi sinus dan kosinus tetap merupakan fungsi ganjil dan
genap, yaitu:

sin(—z) = —sin z, cos(—z) = cos z (3.43)
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selain itu,
€' =cosz +isinz (3.44)

hasil di atas merupakan rumus Euler ketika z adalah bilangan real.
Berbagai identitas yang berlaku dalam trigonometri adalah

sin(z1 + z2) = sin 21 cos z3 + €os 21 sin 2o, (3.45)

cos(z1 + z2) = cos 21 €os z3 — sin zj sin zo. (3.46)

Berdasarkan persamaan tersebut, diperoleh

sin2z = 25sin z cos z, cos 2z = cos® z — sin? z, (3.47)
sin(z + g) = cos 2, sin(z — g) = —Cos 2, (3.48)
dan
.2 2, _
sin® z 4+ cos“z =1 (3.49)

Karakter periodik dari sin z dan cos 2z juga berlaku:

sin(z 4 27) = sin z, sin(z 4+ 7) = —sin z, (3.50)

cos(z + 2m) = cos 2, cos(z + m) = —cos z. (3.51)

Ketika y adalah bilangan real, definisi pada Persamaan dan
fungsi hiperbolik

eY —ey
2

eY+ey

dan coshy = 5

sinhy =
dari kalkulus dapat digunakan untuk mendapatkan

sin(iy) = isinhy dan cos(iy) = coshy (3.52)

Selain itu, komponen real dan imajiner dari sin z dan cos z dapat
ditampilkan dalam bentuk fungsi hiperbolik:

sin z = sinz cosh y 4 i cos x sinh y, (3.53)
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cos z = cosx coshy — isinx sinhy, (3.54)

dimana z = x + ty. Untuk mendapatkan Ekspresi dan kita
tulis
z1 =2 dan Zo =1y

dalam Identitas dan [3:46] dan kemudian gunakan Persamaan
Perhatikan bahwa ketika Ekpresi diperoleh, Persamaan juga
akan diperoleh berdasarkan fakta bahwa jika turunan fungsi

f(2) = u(w,y) +iv(z,y)

ada pada suatu titik z = (z,y), maka

f'(2) = ug (2, y) +ivg (2, y)
Ekspresi dan dapat digunakan untuk menunjukkan bahwa

|sin z|* = sin z + sinh?y (3.55)

| cos z|* = cos® & + sinh?y (3.56)

Akar dari fungsi f(z) adalah bilangan kompleks zp sedemikian se-
hingga f(z9) = 0. Karena sinz menjadi fungsi sinus biasa dalam
kalkulus ketika z bilangan real, maka bilangan real z = nm (n =
0,+1,+2,...) adalah akar dari sin z. Untuk menunjukkan bahwa tidak
ada akar lainnya, kita asumsikan bahwa sin z = 0 dan dari Persamaan

diperoleh

sin? z 4 sinh?y = 0
Jumlah dua kuadrat tersebut menunjukkan bahwa
sinex =0 dan sinhy =0
Terbukti, kemudian, z = nw (n = 0,£1,42,...) dan y = 0; yaitu,
sinz =0 jika dan hanya jika (n=0,+1,42,...) (3.57)
Karena,

cosz = —sin(z — g)

berdasarkan identitas pada Persamaan bagian kedua,

cosz =0 jika dan hanya jika z = g + nw (n=0,£1,£2,...)
(3.58)
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Jadi, seperti halnya dengan sin z, akar dari cos z semuanya bilangan
real.

Empat fungsi trigonometri lainnya didefinisikan dalam bentuk fung-
si sinus dan kosinus sebagai berikut.

sin 2 CoS 2
tan z = , cotz = — (3.59)
cos 2 sin z
1 1
secz = , cscz = — (3.60)
cos z sin z

Perhatikan bahwa hasil bagi tan z dan sec z analitik di mana-mana
kecuali di titik-titik singular.

2= g tar (n=0,+1,+2,..)

yang merupakan akar dari cosz. Demikian juga, cot z dan cscz me-
miliki titik-titik singular pada akar dari sin z, yaitu

z=nm (n=0,%1,+£2,...)

Dengan menurunkan ruas kanan pada Persamaan dan kita
peroleh rumus turunan berikut

d
— tan z = sec? z, —cotz = —csc z 3.61
dz dz ( )
—sec z = sec z tan z, —cscz = —csczcot z 3.62
dz dz ( )

Karakter periodik masing-masing fungsi trigonometri yang didefinisik-
an oleh Persamaan dan mengikuti karakter periodik Persa-
maan dan Sebagai contoh,

tan(z + 7) = tan z. (3.63)

3.7 Fungsi Hiperbolik

Sinus hiperbolik dan kosinus hiperbolik dari variabel kompleks didefi-
nisikan sama dengan di variabel real, yaitu
et —e e +e %

sinhz = ——, cosh z = — (3.64)
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Karena e® dan e~ entire function, maka jelas bahwa fungsi sinh z dan

cosh z pada Persamaan juga merupakan entire function. Selain
itu, dapat kita tunjukkan bahwa

- sinh z = cosh z, di,lz cosh z = sinh z (3.65)

Keberadaan fungsi eksponensial dalam Persamaan [3.64] dan dalam
fungsi sinus sin z dan fungsi kosinus cos z
) eiz _ efiz eiz + efiz
sinz = ——, OS2z = ————
menyebabkan fungsi sinus dan kosinus hiperbolik memiliki hubungan
yang erat dengan fungsi-fungsi trigonometri

—isinh(iz) = sin z, cosh(iz) = cosz (3.66)

—isin(iz) = sinh z, cos(iz) = cosh z, (3.67)

Beberapa identitas yang paling sering digunakan yang dalam sinus
hiperbolik dan fungsi kosinus adalah:

sinh(—z) = — sinh z, cosh(—z) = cosh z, (3.68)
cosh? z — sinh?z = 1, (3.69)
sinh(z1 + z2) = sinh 21 cosh z9 4 cosh z; sinh 23, (3.70)
cosh(z; + z2) = cosh z; cosh z3 + sinh z; sinh 29, (3.71)
dan
sinh z = sinh xcosy + i cosh z sin y, (3.72)
cosh z = cosh z cos y + i sinh x sin ¥, (3.73)
|sinh z|* = sinh? zsin? y, (3.74)
|cosh z|* = sinh? z cos? y, (3.75)

dengan z = x+1y. Identitas ini dapat dibuktikan langsung dari definisi
pada Persamaan [3.64] Identitas-identitas tersebut biasanya lebih mu-
dah diperoleh dari identitas trigonometri, dengan bantuan Persamaan

[3.66] dan B.671
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Contoh 3.11. Untuk mengilustrasikan metode pembuktian yang baru
saja disarankan, mari kita verifikasi identitas [3.7] Menurut Persa-
ma(m bagian pertama, |sinh z|* = |sinh(iz)|*. Jadi,

lsinh z|? = |sinh(—y + iz)|*, (3.76)

dengan z = x + iy. Tetapi dari Persamaan diketahui bahwa

|sin(z + iy)|* = sin? zsinh? y

dan fakta ini memungkinkan kita untuk menulis Persamaan da-
lam bentuk yang diinginkan, yaitu Persamaan[3.7])

Berdasarkan karakter periodik sin z dan cos z dan Persamaan [3.67
maka kita dapatkan karakter periodik sinhz dan coshz, yaitu 2mi.
Persamaan dan Persamaan [3.80] serta [3.81, menunjukkan bahwa

sinhz =0 jika dan hanya jika z=nmi(n=0,£1,42,...),
(3.77)

dan

coshz =0  jika dan hanya jika =Ty nm)i(n =0,£1,£2,...)

2
(3.78)
Tangen hiperbolik z ditentukan oleh persamaan
sinh z
tanhx = 3.79
A cosh z ( )

dan fungsi ini analitik di setiap domain asalkan cosh z # 0. Fungsi-
fungsi cosh z, sech z, dan csch z secara berturut-turut adalah kebalikan
dari tanh z, cosh z, dan sinh z. Dengan mudah kita dapat membuktik-
an rumus turunan berikut, yang caranya sama dengan yang ada dalam
kalkulus untuk fungsi yang pada variabel real:

% tanh z = sech®z, di,lz cothz = —csch?z, (3.80)
d d
—sechz = —sechz tanh z, —cschz = —cschzcothz.  (3.81)
dz dz
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3.8 Invers Fungsi Trigonometri dan Hiperbo-
lik

Invers fungsi trigonometri dan hiperbolik akan dijelaskan dalam ben-
tuk logaritma. Untuk mendefinisikan invers fungsi sinus sin~! z, kita

misalkan

w=sin"!z ketika z =sinw

yaitu, w = sin~! z ketika,

2i
Jika kita menulis persamaan ini dalam bentuk,
(™) = 2iz(e™) —1=0
yang merupakan kuadrat dari e®, maka kita dapatkan
e =iz 4 (1— 22)2 (3.82)

dalam hal ini, (1 — 22)% merupakan fungsi bernilai ganda dari z. De-
ngan mengambil logaritma dari setiap ruas persamaan dan adanya
fakta bahwa w = sin™! z, maka didapatkan ekspresi

sin™! 2z = —ilog[iz + (1 — 22]% (3.83)

Contoh berikut menekankan fakta bahwa sin~! 2z adalah fungsi ber-
nilai ganda dengan banyak nilai tanpa batas di setiap titik z.

Contoh 3.12. Fkspresi|3.89 menunjukkan bahwa
sin~!(—i) = —ilog(1 £ v/2)
tetapi
log(1 +Vv2) = In(1 + v/2) + 2nmi (n=0,£1,+£2,...)
dan
log(1—vV2)=In(vV2—1)+ 2n+1Dmi  (n=0,+1,42,...)

Karena

In(v2—1)=1In = —In(1+v?2)

1
1++2
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maka, bilangan kompleks
(=1D)"In(1 +V2) +nmi (0 =0,£1,£2,...)

Merupakan himpunan nilai log(1 £ /2). Jadi, dalam bentuk persegi
panjang,

sin~H(—i) = nw 4+ i(=1)" T In(1+v2)  (n=0,+1,+2,..)
]

Kita dapat dapat menerapkan teknik yang digunakan dalam me-
nurunkan Ekspresi pada sin~! z untuk menunjukkan bahwa

cos 'z = —ilog[z +i(1 — 22)%] (3.84)
dan
i i+ 2z
1, .
tan™ " z 5 Og(z, — z) (3.85)

Dalam hal ini, cos™! z dan tan~! 2z merupakan fungsi yang bernilai ba-
nyak. Ketika branch tertentu dari fungsi akar kuadrat dan logaritmik
digunakan, ketiga fungsi invers menjadi bernilai tunggal dan analitik
karena fungsi-fungsi tersebut adalah komposisi fungsi analitik. Turun-
an dari ketiga fungsi ini mudah diperoleh dari ekspresi logaritmanya.
Turunan dari

d . 1

—sin” = ——m+F 3.86
dZ (1 . ZQ)% ( )
d -1

—cos tp= —7 o (3.87)
dz (1—22)2

bergantung pada nilai akar kuadrat yang dipilih. Sedangkan turunan
dari

d 1 1
—tan 2z = ——< 3.88
o, e 2 1529 (3.88)
bergantung pada fungsi bernilai tunggal manakah yang diambil.
Invers fungsi hiperbolik dapat diperlakukan dengan cara yang se-
suai. Hasil inversnya adalah

sinh™ 2 = log[z + (22 + 1)2] (3.89)
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cosh™ 2z = log[z + (2% — 1)%] (3.90)
dan
1 1+2
tanh ™ z = 1 91
anh™ z = 5 log -— (3.91)

Notasi alternatif yang digunakan untuk semua fungsi invers tersebut
adalah arcsin z, arccos z, arctan z, dan seterusnya.

3.9 Rangkuman
1. Sifat-sifat eksponensial
(a) e?le?2 = e*1t22

(b) &5 =es1™=

22

Q

2. Fungsi logaritma

logz =Inr+i(0 + 2nm), n=0,+1,4+2,---

3. Fungsi trigonometri

2sin 21 cos zg = sin (21 + 22) + sin (21 — 22),

3.10 Bahan Diskusi

Diskusikan permasalahan-permasalahan berikut:

1. Tunjukkan bahwa
o] < et

2. Diskripsikan perilaku e* = e%e?¥ apabila £ — —oo dan juga
bagaimana jika y — oo.

3. Tentukan semua akar dari persamaan

) T
ogrz — —.
8277
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3.12 Soal-soal Latihan

1. Buktikan bahwa

lexp (—22)] < 1
jika dan hanya jika
Re{z} > 0.
2. Tunjukkan bahwa
1
Log(1—i) = 52— gz

3. Temukan nilai dari
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Integral

Setelah mahasiswa membaca dan mempelajari bab ini, kemampuan
akhir yang diharapkan secara umum adalah :

1.

2.

3.
4.

5

mampu berpikir secara kritis dan logis;

punya kemampuan dan kreativitas dalam menyelesaikan masalah-
masalah yang relevan;

dapat bertanggungjawab dalam melaksanakan tugas;
bersifat jujur, etis, kreatif, dan mampu bekerjasama;

punya kemampuan dalam berkomunikasi melalui diskusi materi.

Sedangkan kemampuan akhir mahasiswa yang diharapkan secara
khusus adalah :

1.

menjelaskan konsep yang berhubungan dengan integrasi fungsi
kompleks dan teorema Green;

. menganalisa dan membuktikan sifat-sifat yang berhubungan de-

ngan integrasi fungsi kompleks dan teorema Green;

menyelesaikan permasalahan yang berhubungan dengan integra-
si fungsi kompleks dan teorema Green;

. menjelaskan konsep yang berhubungan dengan integrasi fungsi

pada daerah terhubung sederhana dan berganda;

117
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5. menganalisa dan membuktikan sifat-sifat yang berhubungan de-
ngan integrasi fungsi pada daerah terhubung sederhana dan ber-
ganda;

6. menyelesaikan permasalahan yang berhubungan dengan integra-
si fungsi pada daerah terhubung sederhana dan berganda;

7. menjelaskan konsep yang berhubungan dengan rumus integral
Cauchys;

8. menganalisa dan membuktikan sifat-sifat yang berhubungan de-
ngan rumus integral Cauchy;

9. menyelesaikan permasalahan yang berhubungan dengan rumus
integral Cauchy.

4.1 Turunan Fungsi

Pemahaman tentang limit dan kekontinuan fungsi pada bab se-
belumnya sangat penting untuk memahami turunan fungsi peubah
kompleks.

Definisi 4.1. Diberikan f fungsi yang terdefinisi di titik zo dan pada
persekitannya. Turunan fungsi f di titik zo, ditulis f'(zo), didefinisik-
an sebagai

f'(20) = lim M, (4.1)

Z—20 zZ— 20
asalkan limit di ruas kanan ada. Fungsi f dikatakan diferensiabel atau

dapat diturunkan di zg bilamana turunan f di zy ada.

Bilamana diekspresikan Az = z — zp, persamaan (4.1)) dapat di-
nyatakan sebagai

Sebagai ilustrasi, diberikan dua contoh fungsi yang mempunyai turun-
an di suatu titik dan yang tidak mempunyai turunan di suatu titik
tertentu masing-masing diberikan dalam Contoh [£.2] dan Contoh
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Contoh 4.2. Diberikan fungsi f(z) = 2%. Untuk setiap z € C, dipe-
roleh

flz+Az) — f(2)

/ .
f& =
— lim (z + Az)? — 22
Az—0 Az
~ lm 22+ 22A2 + (Az)? — 22
Az—0 Az
= AliZEO(QZ + Az) =2z.

Jadi dalam hal ini, jika zo = 1+, maka f'(z0) = 2+ 2i, dan sebagai-
nya.

Contoh 4.3. Pandang fungsi f(z) = |z|*. Di sini, untuk setiap z € C
diperoleh

flz4+A2) = flz) |24+ Az |2
Az - Az
(2 A)E+Az) -2z
- Az
— Az
= z—i—Az—i—zE.

Selanjutnya, jika diambil Az = 1Ay diperoleh

. — Az _
lim Zz+ Az+2—=2—Z.
Az—0 Az

Sedangkan, jika diambil Az = Az diperoleh

A Az
lim Z+ Az+z2—=2+7Z.
Az—0 Az

Dari kedua hasil ini disimpulkan ima,_,0 Z+ Az + z% tidak ada. Jadi
dalam hal ini f'(2) tidak ada untuk z # 0. Periksa bagaimana untuk

1'(0).

Pandang turunan fungsi bernilai kompleks w atas peubah real ¢,
dituliskan
w(t) = u(t) + iv(t) (4.2)
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dengan u dan v merupakan fungsi-fungsi bernilai real atas t. Turun-
an fungsi w(t), ditulis w'(t), atas fungsi di titik ¢ didefinisikan
sebagai

w'(t) = u'(t) + i (t) (4.3)

asalkan u' dan v" di ¢ ada. Dari definisi persamaan (4.3)), untuk setiap
konstanta kompleks zg = zg + iy, diperoleh

[2ow(t)) (o + iyo) (u + iv)]" = [(wou — yov) + i(you + zov))’

zou — yov)' + i(you + zov)

[
(

= (zou’ — yov') +i(you’ + zov')
(o + iyo) (v + iv') = zow'(t).

Definisi 4.4. Diberikan w(t) fungsi bernilai kompleks atas peubah real
t yang dapat dituliskan

w(t) = u(t) + ww(t)

dengan u dan v fungsi-fungsi bernilai real. Integral fungsi w(t) pada
selang a <t < b didefinisikan sebagai

/abw(t) dt = /abu(t) dt—l—i/abv(t) dt (4.4)

asalkan integral-integral di ruas kanan ada.

Contoh 4.5. FEvaluasi integral

1
/ (1+it)* dt
0

Penyelesaian:
1 1 1 1
/(1i2t)2 dt = / (1 — 4t%) — i4t] dt:/ (1 —4t?) dtz’/ 4t dt
0 0 0 0
4 3\ 1 . 2\1
= (t- gt )o —i(2t%),
1

Sekarang, diberikan fungsi

w(t) = u(t) + tv(t)
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dan

W(t)=U(t)+ iV (t)
dengan w,v,U, dan V fungsi-fungsi bernilai real yang kontinu pada
selang a < t < b. Jika W/(t) = w(t) untuk setiap ¢ € [a,b], maka
U'(t) = u(t) dan V'(t) = v(t). Berdasarkan persamaan (4.4)), diperoleh

b b b
/ wiyat = U +ve]
= (U b) — U(a)) +Z(V (b) — (a))
= (U®)+iV (b)) — (U(a) + iV (a))

4.2 Integral Kontur

Busur C dikatakan busur sederhana jika ia tidak berpotongan de-
ngan dirinya sendiri, yakni jika z(t1) # z(f2) biamana ¢; # t9. Bilama-
na C adalah busur sederhana kecuali z(a) = z(b) dengan ¢t = a adalah
titik awal dan ¢ = b adalah titik akhir, maka dikatakan C' adalah
kurva/busur tertutup sederhana.

Contoh 4.6. Garis yang didefinisikan oleh persamaan

r4+ix ,0<x<1
z+1 ,1<x<2.

dan memuat segmen garis dari 0 ke 1+ 1 lalu dilanjutkan dari 141 ke
2 + i diberikan dalam Gambar 4.1 merupakan busur sederhana.

Contoh 4.7. Lingkaran satuan
z= ew, 0<6<2rm

yang berpusat di titik asal adalah kurva tertutup sederhana dengan arah
berlawanan dengan arah jarum jam. Untuk lingkaran yang berpusat di
zo dengan jari-jari R dengan arah berlawanan arah jarum jom adalah

z:zo+Rei0, 0<6<2m.

Sedangkan lingkaran yang berpusat di zy dengan jari-jari R dengan
arah searah jarum jam adalah

z:zo—kRe*w, 0<6<2m.
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1+i 241

) 1 2 X

Gambar 4.1: Busur sederhana berupa dua segmen garis

Untuk selanjutnya, bilamana suatu kontur tertutup dengan arah
berlawanan dengan arah jarum jam dikatakan arah positif dan yang
searah jarum jam disebut arah negatif.

Definisi 4.8. Diberikan C' kontur pada bidang kompleks dan fungsi
f(2) yang terdefinisi pada C. Integral garis f pada C (dari z1 ke z2)

adalah
[ ) dz,
c

atau bilamana integralnya tidak bergantung pada kontur C adalah

/Z £(2) dz.

Misal z = z(t),a < t < b menyatakan kontur C' dari z; = z(a) ke
zo = z(b). Diberikan f(z) fungsi kontinu pada C. Integral garis atau
integral kontur f sepanjang C didefinisikan

/Cf(z) dz = /abf(z(t))z’(t) dt

Contoh 4.9. FEwvaluasi integral

/zdz
C

dengan C adalah busur setengah lingkaran

z:2ei9, —ESGSE
2 2
dari titik z = —2i ke titik z = 2i, seperti diberikan pada Gambar 4.2.
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254

¢

=20 4

Gambar 4.2: Busur setengah lingkaran

Penyelesaian:
Karena

maka diperoleh

T2 ___
/ zdz = / 2¢1 (29 dp
C —m/2

w/2 ) )
= / 2¢~(2ie') d
—7/2

w/2
= 41'/ df = 4mi.
—7/2

Perlu diketahui bahwa integral fungsi f atas dua kontur berbeda
meskipun titik awal dan titik akhir dua kontur tersebut sama, bisa
jadi menghasilkan nilai integral yang berbeda seperti diberikan pada

Contoh [4L.101

Contoh 4.10. Ewvaluasi integral f(z) = y — x + iz? pada kontur Cy
sepanjang kurva y = x dan integral f(z) pada kontur Ca sepanjang

kurva y = 2% dari titik z =0 ke z = 1 4.

Penyelesaian:

Untuk kurva y = z, diperoleh dz = dx + idy = dx + idx. Oleh karena
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itu

(z — ) + iz?](dx + idz)

/01 flz) = / ) + i2?](dz + idy)
[

I
~.

1 —1+i
(1—1—2)/ glde = (—1+1i)= 3’0 3

Sedangkan untuk kurva y = 22, diperoleh dz = dz + idy = dx +i2zdz.
Oleh karena itu

fz) dz = / (y — ) + ig®)(dx + idy)
CQ CZ
1

= / [(z — xz) + ixQ](dm + i2xdx)
= /1[(3: — 2?2 — 22%) + (222 — 223 + 2?)]dx
0

1 1 . 1 1
= (za*— a2’ — 51‘4)!0 + i3 — 5904)]0

Selanjutnya dibahas satu sifat integral dari fungsi terbatas.
Bilamana C menyatakan kontur z = z(t) dengan a < t < b, berdasar-
kan sifat modulus diperoleh

’/Cf(z) dz):‘/abf[z( dt‘ /|f I12(0)] dt

Jadi, untuk setiap bilangan real nonnegatif M sedemikian hingga nilai
f pada C' memenuhi ketaksamaan |f(z)| < M, maka diperoleh

‘/Cf(z) dz‘ gM/ab|z’(t) dt.

Karena integral pada ruas kanan menyatakan panjang kontur, misal-
kan L, maka diperoleh

‘/Cf(z) dz’ < ML. (4.5)
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Contoh 4.11. Diberikan C busur lingkaran |z| = 2 dari titik z = 2 ke
z = 2i yang berada di kuadran pertama, seperti diberikan pada Gambar
4.3. Tanpa mengevaluasi integralnya, buktikan bahwa

’/ z+4 677
023—1 7

i) é X

Gambar 4.3: Busur lingkaran |z| = 2 di kuadran pertama

Penyelesaian:
Diperhatikan bahwa

lz+4| < |z| +4=2+4=6

dan
|22 =1 > ||z =1 =]2° - 1| =T.

Jadi, jika z di C' maka berlaku

‘z+4‘_|z+q
23 —1 —1|_7

Oleh karena itu dapat dipilih M = 2

Sedangkan, untuk panjang busur C' adalah L = 7.
Dengan demikian, diperoleh

‘/z+4
C?

Meskipun, secara umum, integral f(z) dari z; ke zy tergantung
pada lintasan yang menghubungkan kedua titik tersebut (lihat Con-
toh , terdapat syarat-syarat tertentu sehingga integral f(z) tidak

6m
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lagi bergantung pada kontur/lintasan. Untuk itu, diberikan teorema
berikut.

Teorema 4.12. Diberikan f(z) fungsi kontinu pada domain D. Pernyataan-
pernyataan berikut ekivalen

(i). f(z) mempunyai antiturunan F(z) di D;

(ii). [o, f(2) dz = [, f(2) dz untuk setiap kontur Cy dan Cy yang
bemda dz dalam D yang menghubungkan titik z1 ke titik zo;

(ii). [, f(z) dz = 0 untuk setiap kontur/lintasan tertutup C yang
bemda di dalam D.

Contoh 4.13. Fungsi kontinu f(z) = 2> mempunyai antiturunan
F(z) = 2%/3 untuk setiap z. Oleh karena itu, berdasarkan Teorema
integral f(z) dari titik z1 = 0 ke titik zo = 1 41 tidak bergantung
pada kontur yang menghubungkan kedua titik tersebut. Misal dipilih
kontur C' berupa garis y = x, diperoleh

/:f(z) dz = /f /(:r+zy) (dx + idy)

= /:0 (22 — y?) + i22y|(dx + idx)

1
= 2i(1+z‘)/ 222 dx
0
141 2
— (=242 3‘ 144,
(=2+42i) 27| = (=147

Pada Teorema jika pernyataan (i) benar maka integral f tidak
bergantung pada kontur yang menghubungkan kedua titik. Bilamana
f(2) disajikan dalam persamaan parametrik z = z(t) (a < ¢t < b),
diperoleh

9 F0) = P00 = [0 1), a<t<b

Oleh karena itu, diperoleh

b
/f@dz: /fwmzwwszm
C a
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Dengan demikian, integral pada Contoh[4.13] dapat diselesaikan secara

langsung
29 1+7
/ f(z)dz = / 22 dz
z1 0

1 1+2
= 72’3‘ ’
3 lo
1 2
= ;0 +i)% = (=1 +1).

Perlu diketahui, integral fungsi f(z) = 1/z pada kontur tertutup
yang memuat titik asal tidak dapat dievaluasi dengan cara seperti di
atas. Fungsi F'(z) = log z tidak diferensiabel (tidak dapat diturunkan)
di sebarang cabang F'(z). Secara khusus, jika sinar 6 = 6y berpangkal
di titik asal, maka F’(z) tidak ada di titik potong sinar 6 = 6y de-
ngan kontur C. Untuk mengevaluasi integral f(z) = 1/z pada kontur
tertutup yang memuat titik asal, diberikan dalam contoh berikut.

1
/dz
c %

dengan C' adalah lingkaran |z| = 1 dengan arah positif.

Contoh 4.14. Ewvaluasi

Penyelesaian:
Cabang utama fungsi logaritma

logz =Inr +i0, r>0,—7mT<0O <.

Kontur C' dapat dinyatakan sebagai C' = C] + Cs dengan C separuh
lingkaran yang berpusat di titik asal dari z = —¢ ke z = i dan Co
adalah separuh lingkaran yang berpusat di titik asal dari z = ¢ ke
z = —i. Dengan demikian, diperoleh

1 i
/ —dz = logz| =log(i)—log(—1)
cy ? —1

7r s
— (In14+i%)—(nl—il)=mi

(In +z2) (In 12) )

dan di Cy (3 <0 <

w5
SN—

log z| = log (—i) — log (7)

S
V)
IS
=¥
N
I

3
- (1n1+¢§) —(lnl—ig) = .
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1 1 1
/dz:/ dz—l—/ — dz = wigl = 2mi.
c < cy ? Cy ?

Teorema 4.15. Teorema Cauchy-Goursat Jika f fungsi analitik
di setiap titik-dalam dan di setiap titik pada kontur C, maka

/Cf(z) dz = 0.

Teorema 4.16. Jika [ fungsi analitik pada daerah terhubung seder-

hana D, maka
/ f(z) dz=0.
C

untuk setiap kontur tertutup C di dalam D.

Jadi

Bukti. Jika C adalah kontur tertutup sederhana di dalam D, dengan
teorema Cauchy-Goursat menjamin persamaan tersebut. Jika C' ada-
lah kontur tertutup yang berpotongan dengan dirinya sebanyak ber-
hingga kali, misal sebanyak n, dapat dipandang C7,Cs,--- ,C, me-
rupakan kontur-kontur tertutup sederhana. Ilustrasi kasus seperti ini
bisa dilihat pada Gambar 4.4. Karena nilai integral di setiap kontur
(. sama dengan 0 untuk setiap £ = 1,2, --- , n, sesuai dengan teorema
Cauchy, diperoleh

/Cf(z) dz:kz::1 Ckf(z) dz = 0.

O]

Akibat 4.17. Jika f analitik pada daerah terhubung sederhana, maka
f mempunyai antiturunan di setiap titik di dalam D.

Teorema 4.18. Diberikan
(i). C kontur tertutup sederhana dengan arah positif;
(ii). Cp (k=1,2,---,n) kontur-kontur tertutup sederhana semuanya

berada di dalam C dengan arah positif dan tidak memiliki titik-
dalam bersama.
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[ X

Gambar 4.4: Ilustrasi kontur tertutup dengan berhingga titik potong
dengan dirinya sendiri

Jika f analitik pada semua kontur-kontur ini dan pada daerah terhu-
bung berganda yang memuat semua titik di dalam C dan titik-luar di
setiap Ci, maka

/Cf(z) dz—l—; Ckf(z) dz = 0.

AXkibat 4.19. Diberikan C1 dan Co kontur-kontur tertutup sederhana
dengan arah positif dengan Co berada di dalam C. Jika f analitik di
daerah tertutup yang memuat kontur-kontur tersebut dan semua titik
diantara keduanya, maka

f(z) dz = f(z) dz.
Cl CQ

Contoh 4.20. FEvaluasi integral

1
/ —dz
Cc <
dengan C adalah sebarang kontur tertutup sederhana yang memuat
titik asal.

Penyelesaian:
Diambil C; lingkaran yang berpusat di titik asal dengan jari-jari R
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yang cukup kecil sedemikian hingga ' berada di dalam C. Berdasar-
kan soal Contoh diperoleh

1 1
/dz:/dz:Qﬂi.
c c ?

Selanjutnya dibahas rumus integral Cauchy yang tertuang dalam teo-
rema berikut.

Teorema 4.21. Diberikan f fungsi analitik di setiap titik di dalam
daerah yang dilingkupi dan pada kontur tertutup sederhana C dengan
arah positif. Jika zy sebarang titik-dalam daerah yang dilingkupi C,
maka

fo) = o [ L g (46)

2 Jo 2z — 2
Rumus integral (4.6)) disebut integral Cauchy. Rumus integral Cauchy
ini dapat digunakan untuk mengevaluasi integral

G gL

cZ— 20 2mi
Contoh 4.22. Fvaluasi integral

/C -t @

dengan C' lingkaran |z| = 2 dengan arah positif.

Penyelesaian:

Diberikan C' lingkaran |z| = 2 dengan arah positif dan pandang fungsi
z

Karena f analitik di dalam dan pada C dan karena zp = —¢ merupakan

titik-dalam daerah di dalam C', berdasarkan rumus integral Cauchy
diperoleh

z z/(9 — 2?) _ , (1 T

———dz= | ———=dz=2 —i) =2mi|— ) = —.
Lo merg =y = =2m(3g) = 5
Lemma 4.23. Diberikan f fungsi analitik di setiap titik di dalam da-

erah yang dilingkupi dan pada kontur C' dengan arah positif. Jika zg
sebarang titik-dalam daerah yang dilingkupi C, maka

2) = — w1
fl(z) = 2m/c (tf—(tz))Q dt dan F'(2) = m/c (tj‘"_(t’z)3 ”
(4.7)
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Rumus (4.7) dapat diperumum menjadi

=— | ————dt.
2mi Jo (t — z)7t!

4.3 Rangkuman

1. Diberikan f fungsi yang terdefinisi di titik zy dan pada perseki-
tannya. Turunan fungsi f di titik zq, ditulis f’(z¢), didefinisikan

sebagai
fl(zo) — lim f(Z) — f(ZO)7
Z—20 zZ— 20
asalkan limit di ruas kanan ada.
2. Diberikan f(z) fungsi kontinu pada domain D. Pernyataan-
pernyataan berikut ekivalen
(a) f(z) mempunyai antiturunan F(z) di D;

(b) fzzf f(2) dz tidak bergantung lintasan yang berada di dalam
D yang menghubungkan titik z; ke titik 29;

(c) fC f(2) dz = 0 untuk C sebarang lintasan tertutup yang
berada di dalam D.

3. Teorema Cauchy-Goursat Jika f fungsi analitik di setiap
titik-dalam dan di setiap titik pada kontur C, maka

léf@ﬁ&:&

4. Jika f fungsi analitik pada daerah terhubung sederhana D, maka

lj@wm_u

untuk setiap kontur tertutup C di dalam D.
5. Diberikan

(i). C kontur tertutup sederhana dengan arah positif;

(ii). Ck (k = 1,2,---,n) kontur-kontur tertutup sederhana se-
muanya berada di dalam C' dengan arah positif dan tidak
mempunyai titik-dalam bersama.
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Jika f analitik pada semua kontur-kontur ini dan pada daerah
terhubung berganda yang memuat semua titik di dalam C' dan
titik-luar di setiap Cj, maka

/Cf(z) dz+§/0kf(z) dz = 0.

6. Diberikan f fungsi analitik di setiap titik di dalam daerah yang
dilingkupi dan pada kontur C' dengan arah positif. Jika zy seba-
rang titik-dalam daerah yang dilingkupi C, maka

1 z
f(z0) = — (2) dz

S 2mi Joz— 2

4.4 Bahan Diskusi

Diskusikan permasalahan-permasalahan berikut.

1. Diberikan C' lingkaran |z| = K dengan K > 1 dengan arah
positif. Tunjukkan bahwa

1 In K
JE g
c < K
dan gunakan aturan Hospital untuk menunjukkan bahwa nilai
integral tersebut menuju 0 apabila K — co.

2. Diberikan C lintasan dari titik asal ke titik z = 1 sepanjang
grafik fungsi yang diberikan dalam persamaan

23sin (n/z) ,0<z <1

dan diberikan Cy lintasan berupa garis lurus dari titik z = 1
ke titik asal, dan C3 kurva mulus dari titik asal ke titik z = 1
yang tidak berpotongan dengan dirinya sendiri maupun C dan
C5 kecuali titik-titik ujung seperti diberikan pada Gambar 4.5.
Gunakan teorema Cauchy-Goursat untuk menunjukkan bahwa
jika f fungsi penuh, maka

f(z) dz = f(z) dz dan f(z)dz=— [ f(2) d=.
Cy C3 Co C3
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3.
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Gambar 4.5: Grafik tiga busur

Diberikan f(z) fungsi penuh. Tunjukkan bahwa f(z) merupakan
fungsi konstan jika |f(z)| < In(|z| + 1) untuk setiap z € C.

Diberikan C' lingkaran satuan z = ¢ (—7 < 6 < 7). Pertama,
tunjukkan bahwa untuk sebarang bilangan real a berlaku

e(lZ
— dz = 2mi.
c <
Selanjutnya, tulislah integral di atas dalam suku-suku 6 untuk
menurunkan rumus integral

/ <% cos (asinf) df = .
0
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4.6

1.

Soal-soal Latihan

/12 (E-i)a

Evaluasi integral

. Buktikan, jika m dan n bilangan-bilangan bulat maka

2
/ eim96—in0 do = { 0 ,’I?’L?é n
0

2r ,m=n.

Tunjukkan bahwa jika w(t) = u(t) + iv(t) kontinu pada selang
a <t <b, maka

/baw(—t) dt = /abw(f) dr.

Diberikan f(z) fungsi analitik di zyp = z(tg) sepanjang kurva
mulus z = z(t) (e < t < b). Tunjukkan bahwa jika w(t) =
flz(t)], maka

bilamana t = tg.

Diberikan y(x) fungsi bernilai real yang terdefinisi pada selang
0 < <1 yang diberikan dalam persamaan

23sin (n/z) ,0<xz<1

Tunjukkan bahwa persamaan
z=x+1y

merepresentasikan busur C' yang berpotongan dengan sumbu re-
al di titik z =1/n (n=1,2,3,---) dan di z = 0.

/Cf(z) dz

dengan f(z) = (2 +2)/z dan C adalah busur

Evaluasi integral

(a) semilingkaran z = 2¢¥ (0 < 6 < 7);
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7.

10.

11.

12.

(b) semilingkaran z = 2¢% (7 < 6 < 2m).

/C £(2) dz

1 ,y<O0
4y ,y > 0.

Evaluasi integral

dengan

e = {

dan C adalah busur dari titik z = —1 — 7 ke titik 2 = 1 + ¢

sepanjang kurva y = z°.

Tanpa mengevaluasi integral, tunjukkan bahwa

dz s
< —
’/CZQ_le‘_?’

dengan C' lingkaran |z| = 2 dari titik z = 2 ke titik z = 2i.

Tunjukkan bahwa jika C' menyatakan kontur segitiga dengan
titik-titik sudut di (0,0), (0,3) dan (—4,0) dengan arah positif,
maka

’/C(ez —Z) dz‘ < 60.

Dengan menentukan antiturunanya terlebih dahulu, evaluasi in-

tegral
421
/ cos (z/2) dz
0

Dengan menerapkan teorema Cauchy-Goursat, buktikan bahwa

2
/ i dz=0
02—3

dengan C' adalah lingkaran |z| = 1 dengan arah positif.

Diberikan C adalah lingkaran |z| = 4 dengan arah positif dan
C5 adalah sisi-sisi bujursangkar sepanjang garis ¢ = +1,y = £1
dengan arah positif. Jika f(z) = z/(1 — e*), buktikan bahwa

f(z) dz = f(z) dz.
C Ca
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13

14.

15.

16.

17.

18.

Diberikan C lintasan berupa kurva |z| + |y| = 2 dengan arah
positif dan Cy lingkaran |z| = 4 dengan arah positif. Gunakan
Teorema Integral Cauchy untuk membuktikan bahwa

Z+2 zZ+2
. dz = - dz
¢, sinz/2 c, Sinz/2

1
/Cz2—1dz

dengan C' adalah lingkaran |z| = 3 dengan arah positif.

Evaluasi

Evaluasi

1
—d
/0(224—4)2 N

dengan C' adalah lingkaran |z — i| = 2 dengan arah positif.

Diberikan C' lingkaran |z| = 3 dengan arah positif. Tunjukkan
bahwa jika

222 — 2 -9
g(w) = /C A2 w3,

maka g(2) = 8mi.
Bagaimana nilai g(w) apabila |w| > 37

Tunjukkan bahwa jika C' adalah kontur tertutup sederhana de-
ngan arah positif, maka luasan daerah yang dilingkupi oleh C
dapat dinyatakan sebagai

1

- z dZ

21 C
Diberikan f fungsi kontinu pada C' kontur tertutup sederhana.
Buktikan bahwa fungsi

9(z) = L[4

= - ds
2 Jo s — =z

analitik di setiap titik z titik-dalam C' dan buktikan pula bahwa

Sy L[ S

2w Jo (s —2)

2
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19. Diberikan C'y batas dari daerah persegi
{(z,y) : |2| < N, |y| < Nm}

dengan arah positif dimana N bilangan asli. Tunjukkan bahwa

. dz
lim - =
N—oo Je, 27 cos z
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Bab 5

Deret

Setelah mahasiswa membaca dan mempelajari bab ini, kemampuan
akhir yang diharapkan secara umum adalah :

1. mampu berpikir secara kritis dan logis;

2. punya kemampuan dan kreativitas dalam menyelesaikan masalah-
masalah yang relevan;

3. dapat bertanggungjawab dalam melaksanakan tugas;
4. bersifat jujur, etis, kreatif, dan mampu bekerjasama;
5. punya kemampuan dalam berkomunikasi melalui diskusi materi.

Sedangkan kemampuan akhir mahasiswa yang diharapkan secara
khusus adalah :

1. menjelaskan konsep-konsep yang berhubungan dengan deret Ta-
ylor dan Laurent;

2. menganalisis dan membuktikan sifat-sifat yang berkaitan dengan
deret Taylor dan Laurent;

3. menyelesaikan permasalahan yang berhubungan dengan deret
Taylor dan Laurent.

139
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5.1 Kekonvergenan Barisan

Untuk mengawali subbab ini, diberikan pengertian barisan kon-
vergen.

Definisi 5.1. Barisan bilangan kompleks {z,} konvergen ke z € C
jika untuk setiap bilangan € > 0 terdapat bilangan asli ny sedemikian
hingga jika n > ng maka

|zn, — 2| < e.

Secara geometri, hal ini bermakna bahwa untuk n yang cukup besar,
maka titik-titik z,, berada di dalam persekitaran z dengan jari-jari e
(Gambar 5.1).

¥
J'-H_ -\-h‘"‘\-\.
- £ 1.|
5 2 \
. :. E; &
| - I
.t 2
v B ’
- #
-\-\._\___F_,_"'
[¥] A

Gambar 5.1: Barisan {z,} konvergen ke z

Untuk selanjutnya, jika barisan {z,} konvergen ke z dapat dituliskan
sebagai

lim z, = z.
n—ro0

Untuk ketunggalan limit barisan, diberikan dalam teorema berikut.

Teorema 5.2. Suatu barisan di C dapat memiliki paling banyak satu
limat.

Bukti. Misalkan 2z’ dan z” adalah limit-limit barisan {z,}. Untuk se-
tiap € > 0 terdapat n; € N sehingga untuk setiap n > n; berlaku

€

|z, — 2’| < 5
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dan terdapat ny € N sehingga untuk setiap n > ng berlaku
€

|z, — 27| < 5

Selanjutnya diambil bilangan ng = maks{ni,ny}. Oleh karena itu,
untuk setiap n > ng didapatkan

|z'—z”|:|z'—zn+zn—z”|§|zn—z’|+|zn—z”|<§+§:e.

Karena ketaksamaan di atas berlaku untuk sebarang € > 0, disimpulk-
an bahwa 2’ = 2”. O

Dari Definisi selanjutnya dikembangkan salah satu sifat barisan
konvergen dalam satu teorema berikut.

Teorema 5.3. Diberikan z, = x, +iy, (n=1,2,--+) dan z = z +1iy.
lim z, = z jika dan hanya jika lim xz, =z dan lim y, =y
n—oo n—oo

n—oo

Bukti. (=) Diberikan lim,,_,~ 2, = z. Berdasarkan Deﬁnisi untuk
setiap bilangan € > 0 terdapat bilangan asli ny sedemikian hingga
berlaku

|z — 2| = [(xn +iyn) — (z +iy)| <, untuk setiap n > ny.
Karena
2n — 2] < [(zn — 2) + (s — )] = |0+ itn) — (@ + )]
dan
=yl < (@0 — @) + i(yn — Y)| = [(2n + 1yn) — (z + iy,
hal ini berarti |z, — x| < € dan |y, — y| < € atau dengan kata lain
lim x, =2« dan lim y, =y
n—»00 n—»00

(<) Sesuai dengan syarat lim, o ¢, = = dan lim,_, y, = y, maka
untuk setiap bilangan € > 0 terdapat bilangan-bilangan asli n; dan ng
sedemikian hingga berlaku

|zy, — x| < % untuk n > ng
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dan

lyn — y| < g untuk n > no.

Diambil ng = maks{ni,na2}.

Oleh karena itu, jika n > ng maka berlaku |z, —x| < €/2 dan |y, —y| <
€/2.

Jadi, jika n > ng diperoleh

lzn — 2| = [(Zn +iyn) — (v +iy)]
< |(zn —2) +i(yn — y)|
< e — |+ |yn — |

< € N €
1 —¢
2 2 ’

atau dengan kata lain lim, o 2, = 2. O

Berikutnya diberikan pengertian penjumlahan, pengurangan, per-
kalian, dan pembagian antar barisan bilangan kompleks. Jika {z,}
dan {w,} adalah barisan-barisan bilangan kompleks, didefinisikan

c{zn} = {cz,} untuk setiap n € Ndan c € C
{zn} +{wn} = {zn + wy} untuk setiap n € N
{zn} —{wn} = {zn —wy} untuk setiap n € N
{zn} - {wn} = {zn-w,} untuk setiap n € N
{zn}/{wn} = {zn/wn} dengan w, # 0 untuk setiap n € N.

Teorema lain yang berkenaan dengan barisan bilangan kompleks yang
konvergen diberikan berikut.

Teorema 5.4. Jika {z,} dan {w,} barisan-barisan konvergen berturut-
turut ke z dan w, dan jika c konstanta kompleks, maka

i. barisan {cz,} konvergen ke cz;
it. barisan {z, + wy} konvergen ke z + w;
iti. barisan {z,w,} konvergen ke zw;

iv. barisan {1/zn} konvergen ke 1/z asalkan z, # 0 untuk setiap
n € N dan z # 0.
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5.2 Kekonvergenan Deret

Suatu deret tak hingga bilangan-bilangan kompleks

o0
Zzn221+22+23+"' (5.1)

n=1

konvergen ke jumlah S jika barisan jumlah parsial

N
SN:ZZn221+ZQ+--'+ZN (5.2)

n=1

konvergen ke S, dalam hal ini dituliskan

i zZn = S.
n=1

Suatu deret dikatakan divergen jika barisan itu tidak konvergen.

Teorema 5.5. Diberikan z, = xp+iy, (n =1,2,---) dan S = X +iY.

oo oo o0
Z zn = S jika dan hanya jika an = X dan Zyn =Y
n=1 n=1 n=1

Bukti. Pandang jumlah parsial
Sy =Xy +1Yy

dengan

N N
XN:an dan YN:Zyn.
n=1 n=1

Dari hubungan Sy dan teorema barisan, berlaku limy_,o, Sy = 5 jika
dan hanya jika

lim Xy =X dan lim Yy =Y.
N—oo

n—oo
O
Contoh 5.6. Untuk menunjukkan bahwa
= 1
Zz" =1 untuk |z < 1, (5.3)

n=0
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pertama pandang

1— zn+1
1424224 42" = , z# 1.
1—2z
Selanjutnya, bentuk jumlah parsial
N—1
SN(z):Zz"zl—kz—i—zz—i—---—i—z]\hl, z # 1.
n=0
Dengan demikian, diperoleh
1—2N
SN(Z) - 1—=z2
Jika
S(z) = —
S 1-2z
maka
N
ﬂN(Z):S(Z)—SN(Z):l_Z, z#1
Jadi | |N
z
|pN(Z)‘ - ’1 _ Z”

dan cukup jelas suku-suku sisa pn(z) konvergen ke 0 bilamana |z| < 1,
tetapi tidak konvergen bilamana |z| > 1. Ini membuktikan persamaan

berlaku.

5.3 Deret Taylor

Salah satu yang paling penting dari bab ini adalah deret Taylor.
Teorema berikut merupakan representasi dari deret Taylor.

Teorema 5.7. Jika f fungsi analitik pada cakram |z — z9| < Ro (lihat
Gambar 5.2), maka f(z) mempunyai representasi deret kuasa

F(2) =) an(z —2)"
n=0

dengan
™ (2)

n!

ap = , n=201,2,---
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Bukti. Untuk sebarang fungsi analitik di titik zg mempunyai deret
Taylor di sekitar zg. Jika f analitik di zg, maka f analitik di suatu
persekitaran N (zp).

Pertama akan dibuktikan terlebih dahulu jika zg = 0, sehingga dipe-
roleh deret Maclaurin

> f(n)
f(z) = Z ! ,(O)Zn, |z| < Ro.
n=0 )

n

Diberikan |z| = r dan diberikan Cp lingkaran |z| = r¢ dengan r < ro <
Ry seperti diberikan pada Gambar 5.3. Karena f analitik di dalam dan

¥
T
- Ty
.'.-i" -,
# - x
i ¥4 ¥
' \
i 1
i By
I |
1 7 f
\ |
A ;
LS s,
0 ~ - x
\'\-\. I‘__..-

Gambar 5.2: Cakram terbuka |z — 29| < Rp

pada lingkaran Cy dan karena zq titik-dalam dari Cj, dengan integral
Cauchy
1
f(z) = — mds.
21 Jo, s — 2
Faktor 1/(s — z) di dalam integran dapat dituliskan

1 1 1

s—z s 1—(z/s)

Karena
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Gambar 5.3: Kontur tertutup Cy

sehingga diperoleh

N-1
1 no N 1
= 2 ——.
s—z = sntl (s —2)sV

Dengan demikian diperoleh

N—

(n)
o=y 0

n=

[y

2" + v (2)

o

dengan

O]

Untuk memberikan ilustrasi dari deret Maclaurin, berikut diberik-
an dua contoh untuk kasus tersebut.

Contoh 5.8. Karena f(z) = e merupakan fungsi penuh, maka f(z)
mempunyai representasi deret Maclaurin yang valid untuk setiap z.
Karena ™ (2) = e dan f™(0) = 1, diperoleh

X _n
z

e’ = g o |z| < oo.
n=0
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Contoh 5.9. Dengan menggunakan Contoh dan definisi sinz =
(e — e7%%)/2i, ekspansikan fungsi penuh f(z) = sin 2.

Penyelesaian:
Berdasarkan Contoh untuk setiap z ekspansi deret Maclaurin un-
tuk fungsi f(z) = sin z adalah

. e —e
sinz = =
21
1/ (i2)" = (—iz)"
- 27(2 n! _Z n! )
n=0 n=0
1 & Ak
212( (=1) ) n!
n=0
_ l 00 (1_(_1)2n+1)i2n+122n+1
1 |
2~ (2n+1)!
o0 2n+1
= —1 n
nz%( (2n+1)

5.4 Deret Laurent

Jika fungsi f tidak analitik di titik zg, teorema Taylor tidak dapat
diaplikasikan di titik tersebut. Untuk menjelaskan hal itu diberikan
teorema berikut.

Teorema 5.10. Teorema Laurent Diberikan D adalah daerah anu-
lar Ry < |z — 20| < R2 dan C kontur tertutup sederhana dengan arah
positif yang berada di dalam D seperti pada Gambar 5.4. Jika f fungsi
analitik pada D, maka untuk setiap z di dalam D fungsi f(z) mempu-
nyai representass

:nz:%an(z—zon—i—z =20 (5.4)

n=1
dengan
1 f(z)dz
= [ L2 =0,1,2,---
"2mi Jo (2 — 2o)n Y RS
dan ) J
by, = f(z)d= n=0,1,2,--

2mi Jo (2 — 29) " H
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Gambar 5.4: Kontur tertutup C' di dalam anular Ry < |z — 29| < Re

Ekspansi bentuk (5.4) seringkali ditulis
f(z) = Z en(z — 2p)" (5.5)

dengan
1 d
Cn = / _F@dE L0 4140
27 Jo (2 — zp)" !
Bentuk (5.4) atau (5.5)) ini disebut deret Laurent.

Contoh 5.11. Dengan menggantikan z oleh 1/z dalam ekspansi deret
Maclaurin

2 3

OOZ z
Z—‘—lJr +—+§+ 2] < o0

diperoleh ekspansi deret Laurent untuk e** adalah

61/ZZZM:1+L+ 1 1

n! 1z 2122 3123 T 2] < o0
n=0

5.5 Ketunggalan Representasi Deret

Ketunggalan representasi deret Taylor dan deret Laurent diberikan
dalam teorema-teorema berikut. Pertama untuk ketunggalan deret
Taylor:



Bab 5. Deret 149

Teorema 5.12. Jika deret

o
Z an(z —20)"
n=0

konvergen ke f(z) untuk setiap titik-dalam suatu lingkaran |z—zo| = R,
maka deret tersebut merupakan ekspansi deret Taylor untuk f di z— zg.

Bukti. Pandang representasi deret dalam jumlahan m
o0
= Zam(z—zo)m, |z — 20| < R.

Dengan menerapkan integral Cauchy, diperoleh

/ dz—Zam/ )(z — 20)™ dz
C

dengan ¢(z) adalah fungsi yang berbentuk

1 1

. SR —0,1,2,---
210 (2 — z)"tl’ "

9(z) =
dengan C' adalah suatu lingkaran yang berpusat di zgp dengan jari-jari

kurang dari R. Oleh karena itu, diperoleh

1 dz ~ ™ (20)
21mi Jo (z —20)t1  n!

/C 9(2)f(2) dz =

Jadi cukup jelas bahwa

Zam/ )z —20)" dz = ay,.

O

Selanjutnya untuk ketunggalan deret Laurent diberikan dalam teorema
berikut ini.

Teorema 5.13. Jika deret
oo o0 b
chz—zo Zanz—zon—l-zin
n=—00 n=1 (Z B Z())n

konvergen ke f(z) untuk setiap titik di dalam suatu domain anular se-
kitar zo, maka deret tersebut merupakan ekspansi deret Laurent untuk
fdiz— z.
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Bukti. Cara membuktikan teorema ini hampir serupa dengan teorema
sebelumnya.
Tuliskan dalam bentuk deret

/g( Z cm/ Yz —2)" Tt dz
c m=—0oQ
atau
1 f( n+1
st | g 0= 2 e [ e
m=—0oQ

Dengan demikian diperoleh

1 f(2) _
2772/0(2—2'0)"+1 de = cn.
O

Berikutnya dibahas deret dari perkalian antar fungsi dan pemba-
gian antar fungsi.
Pandang setiap deret kuasa

Z an(z — z9)" dan Z bn(z — 2z0)" (5.6)
n=0 n=0

yang keduanya konvergen pada suatu daerah lingkaran |z — 29| = R

Contoh 5.14. Fungsi e*/(1+ z) mempunyai titik singular di z = —1,
oleh karena itu representasi deret Maclaurinnya valid di dalam cakram
buka |z| < 1. Dengan demikian dapat dituliskan

e® . 1
= e
14z 1—(-2)
1
= (1—{—2—}—522—{—623—{—- )(1—z—|—z2 2 4.0)
1 1
= 1+§z2—§z3+-~ 2] < 1.
Contoh 5.15. Pembuat nol fungsi penuh sinh z adalah z = nwi de-
ngann = 0,+1,+2,---. Dengan demikian
1 1

22sinhz  22(z +23/3! + 25 /5! 4 --+)
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dapat dituliskan sebagai

1 1 1
Pt 1 Gy ripe v £

mempuyai representasi deret Laurent di z yang memenuhi 0 < |z| < 7.
Dengan melakukan pembagian sederhana, diperoleh
1 1,

=1--z +Lz4+ 0<lzl<m
24+ 22/31 4245+ 6 360 ’ ‘

Oleh karena itu, diperoleh

= L 11, 7. 0< 2] <
_ = -4t z| < .
Z2sinhz 23 6z 360 ’

5.6 Rangkuman

1. Barisan bilangan kompleks {z,} konvergen ke z € C jika un-
tuk setiap bilangan € > 0 terdapat bilangan asli ng sedemikian
hingga jika n > ng maka

|zn — 2| < e.

2. Diberikan z, = z, + iy, (n =1,2,---) dan z = = + iy.

nh_)rgo zn = z jika dan hanya jika 7}1_)1{.10 Ty =z dan nh_)rglo Yn =Y

3. Jika {z,} dan {w,} barisan-barisan konvergen berturut-turut ke
z dan w, dan jika ¢ konstanta kompleks, maka
i. barisan {cz,} konvergen ke cz;
ii. barisan {z, + w,} konvergen ke z + w;
iii. barisan {z,w,} konvergen ke zw;
iv. barisan {1/z,} konvergen ke 1/z asalkan z, # 0 untuk se-

tiap n € N dan z # 0.

4. Diberikan z, = z, + iy, (n =1,2,---) dan S = X +1iY.

[e.e]

Z zn = S jika dan hanya jika ixn = X dan iyn =Y
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5. Jika f fungsi analitik pada cakram |z — z9| < Rp, maka f(z)
mempunyai representasi deret kuasa

oo
= Z an(z — 29)"
n=0

dengan

f(n) (20)

n!

an = , n=0,1,2,---

6. Teorema Laurent Diberikan D adalah daerah anular R; <
|z — 20| < Rz dan C kontur tertutup sederhana dengan arah
positif yang berada di dalam D. Jika f fungsi analitik pada
D, maka untuk setiap z di dalam D fungsi f(z) mempunyai

representasi
oo o0
S amar Y
n=0 n=1 Z_ ZO
dengan
7i_ M7 n=0,1,2,---
27 Jo (2 — zp)" !
dan
1 f(2)dz
b, = — [ L7 =0.1.2,---
"omi Jo (2 — z) Y mERRS
7. Jika deret
o0 o0 b
D enlz—z0)" = Y an(z— 20" +Zm
n=-—00 n=0 n=1

konvergen ke f(z) untuk setiap titik di dalam suatu domain anu-
lar sekitar zg, maka deret tersebut merupakan ekspansi deret
Laurent untuk f di z — zp.

5.7 Bahan Diskusi

Diskusikan beberapa permasalahan berikut.
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1. Representasikan dalam deret Maclaurin fungsi f(z) = sin (z?),
dan tunjukkan bagaimana bentuk deret jika

fU0y=0 dan  f@*V0)=0, n=0,1,2,---.

2. Derivasikan ekspansi

sinh 2 1 n X, g2t 0< |2
== —_— z
22 z = (2n+3)! ’

3. (a.) Diberikan bilangan real —1 < a < 1, dan derivasikan repre-
sentasi deret Laurent

a = qn"
=T <l

n=1

(b.) Tuliskan z = ¢ dalam persamaan yang diperoleh pada
bagian (a), dan nyatakan bagian real dan imaginer pada
setiap ruas hasil derivasinya dengan rumus

> acosf — a?
n
0 —
Za cosm 1 —2acosf + a?
n=1
dan
> asin 6
E a"sinnf = 5
— 1—2acosf+a

dengan —1 < a < 1.
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5.9 Soal-soal Latihan

1.

Tunjukkan dengan dua cara bahwa barisan {z,} yang didefini-

sikan
(="
n2

Zn=—2+1 , untuk setiap n € N

konvergen ke —2.

Buktikan bahwa jika lim,, o 2z, = 2, maka lim,,_, |2,| = |2].

Buktikan bahwa jika
oo
> =5,
n=0

maka

iz =S.
n=0

Buktikan ekspansi deret Maclaurin f(z) = z cosh 22 adalah
o0 Z4n+1
zcoshz? = ——, untuk setiap z.
(2n)!

n=0

Buktikan ekspansi deret Taylor f(z) = e* adalah

oo
—1)"
e“=e E Q, untuk |z — 1] < oc.
n!
n=0

Tentukan ekspansi deret Maclaurin fungsi

f(z) =

A
2449

Tunjukkan, jika 0 < |z] < 4 maka

o n

1 1 z
42_22_ZZ+Z4n+2’

Tentukan deret Laurent fungsi

f(z) = 2%sin (%)

z

di dalam domain 0 < |z] < co.
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9. Representasikan fungsi

z+1
z—1

f(z) =
ke dalam deret Laurent di dalam domain |z| > 1.

10. Dengan melakukan pendiferensialan representasi deret Maclau-
rin

1 o0
— = Zz”, |z| <1,
1—2z =
buktikan bahwa
1 o
Ao~ <
n=0
dan -
1 1
at;ﬁ:§§]n+mm+mw, 2| < 1.
n=0

11. Buktikan bahwa jika

COos z
_ 2Z—(n/2)2 7 # +m/2
1(z) { —1 ,z = +m/2,

maka f merupakan fungsi penuh.

12. Buktikan bahwa jika f analitik di zg dan f(z9) = f'(z0) = -+ =
™) (20) = 0, maka fungsi ¢ yang didefinisikan oleh

f(2) 5
9(2) = {(z—zo)’"+1 2 F 20

LD (z0)

(m+1) % = 70

analitik di zg.

13. Gunakan perkalian antar deret untuk menunjukkan bahwa

< Lol 2 0<|e <1

— = - ——z— =z "+ , z .

2(224+1) =z 27 6

14. Gunakan pembagian untuk mendapatkan representasi deret La-
urent

1 1

L1 Loy 0< |z <2
—t+ =2 ==z z .
ee—1) =z 2 127 720 ’
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/ dz
c 22sinh z

dengan C' lingkaran satuan |z| = 1 dengan arah positif.
Petunjuk: gunakan ekspansi

15. Evaluasi integral

! ! 11—1— 7 + 0< |2 <
—_— = - 4 —z 4 z| < .
Z2sinhz 22 6z 360 ’

16. Tentukan banyaknya akar dari persamaan
22" =622 +1=0
di dalam anular 1 < |z| < 2.

17. Tunjukkan, jika ¢ bilangan kompleks sedemikian hingga |c| > e,
maka persamaan

mempunyai n akar di dalam lingkaran |z| = 1.

/ dz
¢ 23 cosh z

dengan C' lingkaran satuan |z — i| = 1 dengan arah positif.

/ dz
¢ zsinh? 2

dengan C' lingkaran satuan |z — 1| = 1 dengan arah positif.

/271' do
o O5+4sinf
/’T do

- 1+sin%6

27 2
/ cos* 30 40
o H—4cos26

18. Evaluasi integral

19. Evaluasi integral

20. Evaluasi integral

21. Evaluasi integral

22. Evaluasi integral
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23. Gunakan cara pembagian untuk mendapatkan deret Laurent

1 11 1 1,
LS4 — B4 0<|f<om
1 2 2712 7m0° T || < 2m

24. Gunakan ekspansi deret

1 L + ! + 0<|z] <
z2sinhz 23 6z 360 ’ T

untuk mengevaluasi integral

/ dz
c z%sinh z

dengan C' adalah kontur lingkaran satuan |z| = 1 arah positif.
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Bab 6

Residu

Setelah mahasiswa membaca dan mempelajari bab ini, kemampuan
akhir yang diharapkan secara umum adalah :

1. mampu berpikir secara kritis dan logis;

2. punya kemampuan dan kreativitas dalam menyelesaikan masalah-
masalah yang relevan;

3. dapat bertanggungjawab dalam melaksanakan tugas;
4. bersifat jujur, etis, kreatif, dan mampu bekerjasama;
5. punya kemampuan dalam berkomunikasi melalui diskusi materi.

Sedangkan kemampuan akhir mahasiswa yang diharapkan secara
khusus adalah :

1. menjelaskan konsep-konsep yang berhubungan dengan teorema
residu;

2. menganalisis dan membuktikan sifat-sifat yang berhubungan de-
ngan teorema residu;

3. menyelesaikan permasalahan yang berhubungan dengan teorema
residu.

159
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6.1 Residu

Perlu diingat kembali bahwa titik zo disebut titik singular fungsi
f jika f tidak analitik di zg tetapi analitik di suatu titik di setiap
persekitaran zg. Titik singular zy dikatakan terisolasi jika terdapat
persekitaran N(zg) yang dapat dihapus dimana f analitik.

Contoh 6.1. Fungsi
z+1

23(22+1)

mempunyai tiga titik singular yang terisolasi, yakni z = 0 dan z = +i.

Contoh 6.2. Fungsi
1

sin (7/z)

mempunyai titik singular z = 0 dan z = 1/n (n = £1,4+2,---) yang
semuanya berada pada garis sumbu real dari z = —1 ke z = 1. Setiap
titik singular z # 0 merupakan terisolasi. Sedangkan titik singular
z = 0 tidak terisolasi karena setiap persekitaran N(0) memuat titik
singular lain, yaknt untuk setiap bilangan € > 0 pasti ada bilangan asli
m sedemikian hingga m > 1/e seperti diberikan pada Gambar 6.1.

> Y
K
) E A
! ]
1 ) ]
3 O Vm i =
\ /
., &
" I___-"
b 43 i

Gambar 6.1: Setiap € > 0, persekitaran N.(0) memuat titik (1/m,0)
untuk suatu m € N

Bilamana zy merupakan titik singular fungsi f, terdapat bilangan
positif R sedemikian hingga f analitik di setiap z dengan 0 < |z—zp| <
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R. Akibatnya, f(z) dapat dinyatakan dalam deret Laurent

b1 bo

z—zo+(z—zo)

f(z) :Zan(z—zo)"-i- 5 T (6.1)
n=0

dengan koefisien-koefisien a,, dan b, mempuyai representasi integral.
Khususnya,
1 f(z)

S S A2 2
27 Jo (2 — zp) "L : (62)

dengan C sebarang kontur tertutup sederhana arah positif yang meng-
elilingi zp dan berada di dalam cakram 0 < |z — z9| < R (lihat Gambar
6.2). Jika n = 1, ekspresi untuk b,, dapat dituliskan

[ 1) dz =2 (6.3)
C

o

Gambar 6.2: Kontur C' berada di dalam cakram 0 < |z — zp| < R

Bilangan kompleks b; dalam ekspansi disebut residu f di titik
singular terisolasi zg. Selanjutnya, jika b; adalah residu f di z = zg
dituliskan dengan

Res,—, f(z) = b1.

dengan C adalah lingkaran |z — 2| = 1 dengan arah positif

Contoh 6.3. Hitung
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Penyelesaian:
Karena integrannya berupa fungsi analitik pada bidang kompleks ke-
cuali di titik z = 0 dan z = 2, maka integrannya adalah fungsi

yang mempunyai represntasi deret Laurent yang valid pada cakram
0 < |z —2| < 2. Untuk itu nilai integralnya adalah 27i dikalikan
residu integrannya di z = 2. Untuk menentukan residu integrannya,
diperhatikan ekspansi deret Maclaurin

1 o
1_222,2”, |z| <1
n=0
sehingga dapat dituliskan
1 1 1
2(z-28 T (z-2% 2+ (z-2)

Dengan demikian koefisien dari 1/(z—2) adalah —1/16 yang tidak lain
merupakan residu integran. Oleh karena itu diperoleh

/ ngﬂ-i(fi) :fﬂ.

c2(z—2)4 16 8

Teorema 6.4. Teorema residu Cauchy Diberikan C' kontur tertu-
tup sederhana dengan arah positif. Jika fungsi f analitik di dalam dan
pada C kecuali sejumlah hingga titik-titik singular zp (k=1,2,--- ,n)
di dalam C, maka

/ f(2)dz = 2mi Zn: Res,—., f(z)
¢ k=1

Untuk kejelasan penggunaan teorema residu Cauchy diberikan
contoh berikut.

Contoh 6.5. Gunakan Teorema residu Cauchy untuk mengevaluasi

integral
/ 5z — 2 "
cz(z-1)

dengan C adalah lingkaran |z| = 2 dengan arah positif.
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Penyelesaian:

Di sini integrannya memiliki dua titik singular terisolasi yakni z = 0
dan z = 1 dengan keduanya berada di dalam C'. Untuk menentukan
residu B; di z = 0 dan By di z = 1, dapat menggunakan bantuan
deret Maclaurin

=1+z+224---, |z| < 1.
1-2

Pertama, pandang untuk 0 < |z| < 1,

52—2  5z-2 —1
2(z—1) z z—1
2
= 5_7)_1_ S
(- )1
2
= 2 _-3-32-32—....
z

Dengan mengidentifikasi koefisien 1/z, diperoleh B} = 2.
Selanjutnya, karena

50—2  5z2—-2 1 5(z—1)+3 1
2(2—-1)  z—1 z  z—-1  1+(z2-1)
3
- (5+Z_1)(1—(2—1)+(z—1)2—...),

ini memberikan hasil By = 3.
Jadi,

52 —2
——dz = 2mi(B By) = 1074.
/Cz(z—l) z mi(B1 + Ba) i

Selanjutnya akan dijelaskan beberapa jenis titik terisolasi. Untuk
mengawali hal itu, pandang kembali deret Laurent fungsi f yang mem-
punyai titik singular terisolasi di zg

b b

- 2

z—z (2—20)

f(z) = Zan(z —20)" + 5+ (6.4)
n=0

untuk 0 < |z — 29| < R. Misalkan terdapat bilangan asli m sedemikian

hingga b,, # 0 dan by,+1 = bpio = --- = 0, maka ekspasnsi ((6.4)
menjadi
>0 b1 b2 bm
= n(z — 20)" oot ——o— (6.5
@ =2 o)+ o Tt g 69)
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Dalam kasus ini, titik singular terisolasi zg disebut pole berderajat m.
Untuk kasus khusus m = 1 disebut pole sederhana.

Contoh 6.6. Tentukan derajat pole dan residu fungsi

22 —22+3
Mo ===
di zg = 2.
Penyelesaian:
2?2 —22+3
o) = ——%5—
22 —2)+3
N z—2
. 3
= z
z—2
= 2—1—(2—2)+i
N z—2

Jadi, f mempunyai pole derajat m = 1 dan residu b; = 3.

Bilamana pada persamaan nilai b, = 0 untuk setiap n, titik
singular zg disebut titik singular yang dapat dihapus. Untuk men-
jelaskan titik singular yang dapat dihapus, diberikan sebuah contoh
berikut.

Contoh 6.7. Titik zy = 0 merupakan titik singular yang dapat dihapus
dari fungsi

1 —cosz
f(Z)—T
karena
1 —cosz 1 22 A
e = el
_ 1 22_24 0

Bilamana pada persamaan ((6.4)) nilai b,, # 0 tak berhingga banyaknya,
titik singular zg disebut titik singular esensial.
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Contoh 6.8. Titik zg = 0 merupakan titik singular esensial dari fungsi

f(z)=e'?
karena
o0
1/ (1/2)”_ 1 1 1 1
f(z)—e/—z o _1+ﬂ';+ﬁ';+”" 0<|z] <

Teorema 6.9. Titik singular terisolasi zy dari fungsi f merupakan
pole berderajat m jika dan hanya jika f(z) dapat ditulis dalam bentuk

¢(2)

(z —z9)™

dengan ¢(z) fungsi analitik di zo dan ¢(z9) # 0. Lebih jauh,

f(z) =

Resz:zof(z) = (b(ZO)v Jika m =1

dan (m1)
Res,—z f(2) = M, jika m > 2.
Bukti. Misalkan 4(2)
z
SRR

dengan ¢(z) fungsi analitik di zp dan ¢(zp) # 0. Karena ¢(z) analitik
di zp, maka ¢(z) mempunyai representasi deret Taylor

9'(20)

6 = o)+ T gy V(e
(m—1) 2 e (n) 2z
—i-‘--—l-qb(m_(l)(;)(z—zo)ml —i—;gﬁ n(' O)(z—z())”

di suatu persekitaran N¢(zg)). Oleh karena itu jika z € N¢(2¢), 2z # 20,
diperoleh

o(z0) . Fz0)/1  ¢"(z0)/2

f(z) = (z _ ZO)m (z _ Zo)m—l (Z — Zo)m_2
(m=1) () /(m — 1)! 2 4 (4
rog? (0)/() 1>'+Z¢ (!0>(Z—Zo)n_m.

(z — 20 n
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Contoh 6.10. Fungsi f(z) = (z+1)/(2249) mempunyai titik singular
terisolasi si z = 3t dan f(z) dapat dinyatakan sebagai

J2) = ngiz?))i
dengan .
oz) = zZ i 3i

Karena ¢(z) analitik di z = 3i dan ¢(3i) = (3 —1)/6 # 0, maka titik
z = 31 merupakan pole sederhana fungsi f. Di sini mempunyai residu
By = (3—1)/6. Titik z = —3i juga merupakan pole sederhana fungsi
f, dengan residu By = (3 +1)/6.

Contoh 6.11. Jika f(z) = (23 +22)/(z —4)3, maka

dengan
P(z) = 25 + 22

Fungsi ¢(z) merupakan fungsi penuh, dan ¢(i) =i # 0. Oleh karena
itu, f mempunyai pole berorde 3 di z = i. Dalam hal ini, residunya

adalah (i)
4 .
B = T 3.
Contoh 6.12. Diberikan fungsi
_ (log 2)°
f(Z) - Z2 + 1 ’

dengan cabang
logz =Inr+ 6 (r>0,0<6<2m).

Untuk menentukan residu f di z = i, dituliskan

flay= 22
dengan ,
o(z) = (1082)
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Jelaslah bahwa fungsi ¢(z) analitik di z = 1. Karena

(logi)®  (Inl+im/2)?
2 2i

. w3
¢(Z) = = 7% 7& Oa

sehingga residunya adalah B = ¢(i) = —73/16.
Teorema 6.13. Diberikan fungsi f dan titik zo. Jika
(i). f analitik di zo;
(ii). f(z0) = 0 tetapi f(z) # 0 untuk setiap z € Ne(z0) dengan z # 2y,
maka f(z) # 0 untuk suatu persekitaran yang dapat dihapuskan Ne(zo).

Bukti. Diberikan fungsi f dan diperhatikan bahwa tidak semua tu-
runan f di zp sama dengan 0. Cukup jelas dari definisi zeroes orde
m, nahwa f bernilai 0 di suatu orde m di titik zy. Sesuai teorema
sebelumnya, diperoleh

f(z) = (2= 20)"g(2)

dengan g(z) fungsi analitik di zp dan f(z9) # 0. Jadi g kontinu di
z0. Akibatnya, f(z) # 0 di dalam persekitaran yang dapat dihapus
0<l|z—2 <e O

6.2 Penggunaan Residu

Di dalam kalkulus, integral tak wajar fungsi kontinu f(z) pada
selang semi-takhingga x > 0 diartikan sebagai

/Ooo f(x) d:c—Plgréo/OPf@) da. (6.6)

Bilamana limit ruas kanan persamaan ada, maka integral tak
wajar dikatakan konvergen ke limitnya. Jika f(z) kontinu untuk semua
x, integral tak wajar atas selang tak hingga —co < x < oo didefinisikan

0 P
/ f(z) de = lim f(z) dz+ lim f(x) dz,  (6.7)

1—)00 Pl 2—>OO 0

asalkan limit di ruas kanan (6.7)) keduanya ada.
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Contoh 6.14. Hitung integral

/ T dx.

Penyelesaian:

00 P 721P
/ x dr = lim z dr = lim [—} = lim 0=0.
—c0 P—oo J_p Pl 21-p P—oo

Di sisi lain, jika diperhatikan

00 0 P> P2 P2
/ T dr = lim r dx+ lim rdr=— lim -1+ lim -2

— 0 P1—o00 ) Pr—00 0 P1—o00 2 Pr—o00 2 ’

dimana limit keduanya tidak ada, sehingga dikatakan integralnya tidak
ada.

Teorema residu Cauchy dan representasi parametrik z =  dengan
—R <z < R pada ruas garis sumbu real dapat dituliskan

R n
/ f(x) dz + f(z) dz =2mi Z Res,—., f(2),
—-R Cr

i=1

atau
R n
/ f(z) dx = 2mi Z Res,—,, f(z) — f(z) d=.
-R i=1 Cr

Jika
lim f(z) dz =0,
R—o0 Cr

diperoleh

/00 f(z) dx = 27rizn:Resz:Zif(z).
—o0 i=1

Jika f fungsi genap, diperoleh
/ f(z) de =mi Z Res,—., f(z).
0 i=1

Contoh 6.15. Untuk mengevaluasi integral

o) 2
/ oo
0 x —|—1
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pertama pandang fungsi

22

Je) =g

yang mana mempunyai titik singular terisolast di —1 dan di akar-akar
yang lain fungsi f analitik. Akar-akar kompleks fungsi f selengkapnya
adalah

c; = elm/6+2m/6), j=0,1,2,---,5

6.3 Rangkuman

1. Teorema residu Cauchy Diberikan C' kontur tertutup seder-
hana dengan arah positif. Jika fungsi f analitik di dalam dan pa-
da C kecuali sejumlah hingga titik-titik singular z (k = 1,2,--- ,n)
di dalam C, maka

/ f(2)dz = 2mi i Res,—., f(z)
¢ k=1

2. Titik singular terisolasi zg dari fungsi f merupakan pole berde-
rajat m jika dan hanya jika f(z) dapat ditulis dalam bentuk

¢(2)

(z — zp)™

f(z) =
dengan ¢(z) fungsi analitik di zp dan ¢(z9) # 0. Lebih jauh,
Resz:zof(z) = ¢(20)7 jikam =1

dan
¢(m—1) (ZO)

RGSZ:ZOf(Z) = (m — 1)| >

jika m > 2.

3. Diberikan fungsi f dan titik z9. Jika

(). f analitik di zo;
(ii). f(z0) = 0 tetapi f(z) # 0 untuk setiap z € N(z9) dengan
z 7 20,

maka f(z) # 0 untuk suatu persekitaran yang dapat dihapuskan
NE(Z()).
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6.4 Bahan Diskusi

Diskusikan permasalahan-permasalahan berikut:

1.

6.5

6.6

Diberikan R adalah daerah yang memuat semua titik di da-
lam dan pada kontur tertutup sederhana C'. Gunakan teore-
ma Bolzano-Weiertrass dan kenyataan bahwa polenya merupak-
an titik-titik singular terisolasi untuk menunjukkan bahwa jika
f analitik di R kecuali pole-pole di dalam C, maka banyaknya
pole berhingga.

Gunakan residu dan kontur untuk menunjukkan bahwa
/ 1 d 27
——— dr=——.
0 x3 +1 3\/§
Rujukan

. Agarwal, R.P., Perera, K., dan Pinelas, S., 2011, An Introdu-

ction to Complexr Analysis, Springer Science+Business Media,
London.

Brown, J. W, and Churchill, R. V., 2009, Complex Variables and
Applications, 8th, McGraw-Hill Companies, Inc, New York.

Campuzano, J.C.P., 2016, Complex Analysis Problems with So-
lutions, Creative Commons Attribution, Queensland.

Soal-soal Latihan

. Tentukan residu di z = 0 dari fungsi-fungsi berikut:

() ok (b). =

z+22 z

Gunakan teorema residu Cauchy untuk mengevaluasi integral
fungsi-fungsi berikut:

(@) f(2) =% (). f(z) = 5%

dengan C' adalah lingkaran |z| = 3 dengan arah positif.

Diberikan C' adalah lingkaran |z| = 1 dengan arah positif. Tun-
jukkan bahwa

[e.e]

1
z+1/zd — 9i -
/Ce : mz;)n!(nﬂ)!



Bab 6. Residu 171

10.

. Tunjukkan bahwa titik singular dari fungsi-fungsi berikut meru-

pakan pole. Tentukan orde m dari pole tersebut dan residu yang
bersesuaian.
22z

(). f(2) === (b). f(2) = Zin

. Diberikan f fungsi analitik di zp, dan tuliskan g(z) = f(2)/(z —

20). Buktikan bahwa

(a) jika f(z) # 0, maka zyp merupakan pole sederhana bagi g,
dengan residu f(zo).

(b) jika f(zp) = 0, maka titik zp merupakan titik singular yang
dapat dihapuskan bagi g.

Untuk setiap fungsi yang diberikan, tunjukkan bahwa setiap titik
singularnya merupakan pole. Tentukan orde pole dan tentukan
residunya untuk pole-pole yang bersesuaian.

2242

(a) fz) =25
(b) 9(2) = 2=
Tunjukkan bahwa

21/4 _1+’L
z4+1 2

Tunjukkan bahwa

Res,—_1 = (|z| > 0,0 < argz < 2m)

logz 7w+ 21

esemi = r i = 3

Evaluasi integral

/ 32342
— 2,
c(z=1)(22+49)

dengan C' adalah lingkaran |z — 2| = 2 dengan arah positif.

/ coshz d
c 2(z2+1) “

dengan C' adalah lingkaran |z| = 2 dengan arah positif.

Evaluasi integral
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Bab 7

Pemetaan Konformal

Setelah mahasiswa membaca dan mempelajari bab ini, kemampuan
akhir yang diharapkan secara umum adalah :

1. mampu berpikir secara kritis dan logis;

2. punya kemampuan dan kreativitas dalam menyelesaikan masalah-
masalah yang relevan;

3. dapat bertanggungjawab dalam melaksanakan tugas;
4. bersifat jujur, etis, kreatif, dan mampu bekerjasama;
5. punya kemampuan dalam berkomunikasi melalui diskusi materi.

Sedangkan kemampuan akhir mahasiswa yang diharapkan secara
khusus adalah :

1. menjelaskan kembali konsep-konsep yang berhubungan dengan
pemetaan konformal,

2. menganalisis dan membuktikan sifat-sifat yang berhubungan de-
ngan pemetaan konformal;

3. menyelesaikan permasalahan yang berhubungan dengan peme-
taan konformal.

173
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7.1 Preservasi Sudut

Suatu transformasi w = f(z) dikatakan konformal di titik zo jika
[ analitik di titik tersebut dan f’(zp) # 0. Transformasi w = f(2)
yang terdefinisi pada domain D dikatakan [pemetaan konformaljika f
konformal di setiap titik di D. Jadi, f merupakan pemetaan konformal
pada D jika f'(z) ada dan f’(z) # 0 setiap z € D.

Contoh 7.1. Pemetaan w = e* merupakan pemetaan konformal pada
C karena (e*) = e* # 0 untuk setiap z € C

Diberikan f fungsi bukan konstan dan analitik di 2. Jika, sebagai
tambahan, f’(zp) = 0, maka titik zo disebut titik kritis transformasi

w = f(2).

Contoh 7.2. Titik z = 1 merupakan titik kritis transformasi
w= 2% — 22+ 3.

Satu sifat penting lain dari transformasi konformal w = f(z)
di titik zg diperoleh dengan memandang modulus f’(zg). Dari definisi
turunan dan sifat limit yang melibatkan modulus yakni

|f'(20)] = | lim f(z) — f(=0) — lim M.

Z—20 zZ— 20 Z—20 ‘Z — 2’0’

(7.1)

Diperhatikan bahwa |z — zp| menyatakan panjang segmen garis yang
menghubungkan titik z ke zg dan |f(2) — f(z0)| menyatakan panjang
segmen garis yang menghubungkan titik f(z9) dan f(z) di bidang w.
Jika z cukup dekat ke zg, rasio

£ (2) = £ (20|

|Z—Z0|

merupakan pendekatan dari bilangan |f’(zg)|. Perlu diketahui bahwa
|f'(20)| menyatakan perpanjangan jika ia lebih besar dari satu dan
kontraksi jika ia kurang dari satu. Jadi |f’(z)| merupakan faktor skala.

Contoh 7.3. Untuk f(z) = 2%, transformasi
w= f(z) = 2% —y* +i2zy

merupakan transformasi konformal di titik z = 1+, yang merupakan
titik potong garis

y=x(x >0) dan x = 1(x > 0).
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Misalkan Cy dan Co menyatakan garis-garis tersebut dengan arah po-
sitif ke atas, dan sudut yang dibentuk oleh Cy dan Cy adalah w/4 di
titik potong tersebut. Karena peta dari titik z = (z,y) adalah suatu
tittk di bidang w dimana koordinat-koordinat persegi panjang adalah

u=x?—qy? dan v = 2xy,
garis Cy akan ditransformasi menjadi kurva 'y dengan representasi
parametrik

u =0, 0 = 222, 0< . (7.2)

Jadi I'1 adalah separuh bagian atas v > 0 pada sumbu-v. Garis Cy ak-
an ditransformasi menjadi kurva I'y yang disajikan dalam persamaan

w=1-—1y> v =2y 0<uy. (7.3)

Karena 'y separuh bagian atas parabola vo = —4(u — 1). Perlu dike-
tahui, dalam setiap kasus, arah positif kurva peta yang dimaksudkan
adalah ke atas.

Jika v dan v peubah-peubah di dalam representasi untuk kurva

peta I's, maka
dv  dv/dy 2 2

du  du/dy -2y v

Khususnya jika du/dv = —1 maka v = 2. Akibatnya, sudut kurva peta
Iy ke kurva peta T'9 di titik w = f(1 + i) = 2i adalah sebesar /4.
Sebagai antisipasi, sudut rotasi w/4 di titik z =1+ i adalah

arg [f/(1 +14)] = arg [2(1 +14)] = % +onm,  n=0,41,42, .
Faktor skala di titik tersebut adalah

1F(1+4)] = [2(1 4 i) = 2v2.

7.2 Transformasi Fungsi Harmonik

Untuk memahami transformasi fungsi harmonik, di sini diawali
dengan suatu teorema berikut.

Teorema 7.4. Diberikan fungsi analitik

w= f(z) =u(z,y) +iv(z,y)
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yang memetakan dari domain D, dalam bidang z ke domain D,, dalam
bidang w. Jika h(u,v) fungsi harmonik yang terdefinisi pada D.,, maka
fungsi

H(z,y) = h(u(z,y),v(z,y))

harmonik di D,.

Teorema 7.5. Diberikan transformasi konformal

w = f(z) =ulz,y) +iv(z,y)

pada kurva C, dan diberikan I' merupakan peta C oleh transformasi
w. Jika fungsi h(u,v) memenuhi salah satu syarat

h=hy atau @ =0,
dn

dengan hy konstanta real dan dh/dn menyatakan normal turunan pada
I', maka fungsi

H(x,y) = h(u(x,y), U(:C,y))

memenuhi syarat yang bersesuaian

dH

H=nh t =
1 atau IN 0,

dimana dH/dN menyatakan normal turunan pada C.
Untuk lebih jelasnya, diberikan satu contoh berikut.
Contoh 7.6. Pandang fungsi
h(u,v) =v+ 2.

Transformasi

w=iz? = —2xy +i(2® — y?)

merupakan pemetaan konformal bilamana z # 0. Transformasi w me-
metakan garis y = x (x > 0) ke sumbu-u negatif, dimana h = 2, dan
sumbu-z positif ke sumbu-v positif dengan h, =0 (lihat Gambar 7.1).
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Bl H, =0 Cx & h=2 |5 wu
Gambar 7.1: Pemetaan konformal dari bidang z ke bidang w

7.3 Rangkuman

1. Diberikan fungsi analitik

w = f(2) = u(z,y) +iv(z,y)

yang memetakan dari domain D, dalam bidang z ke domain D,,
dalam bidang w. Jika h(u,v) fungsi harmonik yang terdefinisi
pada D,,, maka fungsi

H(z,y) = h(u(z,y),v(z,y))
harmonik di D,.

2. Diberikan transformasi konformal

w = f(z) = u(z,y) + iv(z,y)
pada kurva C, dan diberikan I merupakan peta C oleh transfor-
masi w. Jika fungsi h(u,v) memenuhi salah satu syarat
ah _
dn

dengan h; konstanta real dan dh/dn menyatakan normal turunan
pada ', maka fungsi

H(z,y) = h(u(z,y),v(z,y))

memenuhi syarat yang bersesuaian

h = h atau 0,

dH _
dN

dimana dH/dN menyatakan normal turunan pada C.

H=h atau 0,
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7.4

1.

7.5

Bahan Diskusi

Tunjukkan bahwa peta garis y = x—1 dan y = 0 oleh transforma-
si w = 1/z masing-masing adalah lingkaran u+2+v?—u—v =0
dan garis v = 0. Sketsakan keempat kurva tersebut, tentukan
arah-arah yang bersesuaian, dan periksa kekonformalan pemeta-
an di titik z = 1.

. Transformasi w = exp z memetakan strip horisontal 0 < y < 7

ke separuh bidang bagian atas v > 0, seperti ditunjukkan pada
Gambar 7.2.

] £ mi +

[ B 4 X F E'DVWC'E” A" u
Gambar 7.2: Transformasi w = exp z

Diberikan fungsi harmonik
h(u,v) = Re{w?} = u® — v?
Buktikan bahwa fungsi
H(z,y) = € cos 2y

merupakan fungsi harmonik di strip tersebut. Verifikasi hasil ini
secara langsung.

Rujukan

. Agarwal, R.P., Perera, K., dan Pinelas, S., 2011, An Introdu-

ction to Complex Analysis, Springer Science+Business Media,
London.

Brown, J. W, and Churchill, R. V., 2009, Complex Variables and
Applications, 8th, McGraw-Hill Companies, Inc, New York.

Campuzano, J.C.P., 2016, Complex Analysis Problems with So-
lutions, Creative Commons Attribution, Queensland.
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7.6 Soal-soal Latihan

1.

Tentukan sudut rotasi di titik z = 241 oleh transformasi w = 22,

dan ilustrasikan sudut tersebut untuk suatu kurva khusus. Tun-
jukkan bahwa faktor skala transformasi di titik tersebut adalah

21/5.

. Berapa sudut rotasi yang dihasilkan dari transformasi w = 1/z

di tittkk 2 =17
Tunjukkan bahwa transformasi
w=sinz

merupakan transformasi konformal di sebarang titik z € C kecu-
ali titik-titik

z:g+nm n=0,41,+2,--.

Tentukan invers lokal transformasi

w:z2

di titik zg = —i.

. Tunjukkan bahwa jika z = g(w) invers lokal transformasi kon-

formal w = f(z) di titik zp, maka

di titik w di persekitaran N dimana ¢ analitik.

Berapa sudut rotasi yang dihasilkan dari transformasi w = 1/z2
di titik z =14 7

Tunjukkan bahwa transformasi

w = cos® z
merupakan transformasi konformal di sebarang titik z € C kecu-
ali titik-titik

z:g+@n+nm n=0,41,42,---.
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8. Tentukan invers lokal transformasi

w=2++z
di titik zg = 1 + 4.

9. Tunjukkan bahwa sudut rotasi titik zg = rgexpify # 0 oleh
transformasi w = 2™, n € N adalah

(n — 1)90.
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Glosarium

B

bilangan imajiner himpunan bilangan yang yang jika dikuadratkan
menghasilkan bilangan real negatif.

bilangan kompleks himpunan bilangan yang terdiri atas bilangan re-
al dan imajiner.

D

domain himpunan yang terbuka dan terhubung.

F

fungsi analitik fungsi yang memiliki turunan di setiap titik pada
himpunan.

fungsi harmonik fungsi dua variabel yang turunan parsial pertama
dan keduanya kontinu serta memenuhi persamaan Lapla-
ce.

fungsi kontinu fungsi yang nilai limitnya sama dengan nilai fungsi-
nya.

fungsi penuh fungsi yang analitik di setiap titik pada bidang kom-
pleks.

H

himpunan terbuka himpunan yang tidak memuat satupun titik ba-
tas atau himpunan yang setiap anggotanya merupakan
titi-dalam (interior point).
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himpunan terhubung himpunan yang setiap dua elemennya dapat
dihubungkan oleh garis poligon yang terdiri dari sejumlah
hingga segmen garis yang terhubung yang terletak pada
himpunan tersebut.

himpunan tertutup himpunan yang memuat semua titik batas atau
himpunan yang komplemennya terbuka.

K

kompleks sekawan bilangan kompleks yang diperoleh dari hasil pen-
cerminan terhadap sumbu real.

M

modulus jarak antara titik yang merepresentasikan bilangan kom-
pleks ke titik asal.

N

nilai utama suatu nilai yang berada pada selang —m < © < 7.

P

pemetaan konformal pemetaan yang setiap titik pada domainnya
analitik dan nilai pemetaannya tidak sama dengan nol.

persekitaran himpunan titik-titik yang berada pada posisi kurang
dari radius tertentu.

S

sumbu imajiner sumbu-y pada koordinat kartesius.

sumbu real sumbu-z pada koordinat kartesius.

T

titik batas titik yang bukan titik eksterior maupun titik interior.

titik eksterior titik yang beberapa persekitarannya tidak satupun
memuat titik-titik pada himpunan.



Glosarium 185

titik interior titik yang beberapa persekitarannya hanya memuat titik-
titik pada himpunan.

titik singular titik yang tidak analitik namun analitik pada perseki-
tarannya.
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Indeks

Arah
negatif,
positif,
Argument,
argument, [I0]

Bagian
imajiner, 2]
real,

barisan,

Bilangan
imajiner, 2]
kompleks,

bilangan
kompleks,

Busur

sederhana,

Cabang

utama, [91]
Cakram

terbuka,

terbuka terhapus,

tertutup, [33]

Dapat

diturunkan,
de Moivre,
Deret

Laurent, [T18§|
Maclaurin, [T16]

deret,

Diferensiabel,
divergen, [115

Faktor
skala,
Fungsi

eksponen,

eksponensial,

kontinu,

logaritma,
fungsi

analitik,

elementer,

Himpunan
terbatas,
terbuka,

Integral

Cauchy, [T04]

kontur, [100
tak wajar,
integral,

Kompleks

sekawan,
Konformal,

Konvergen, @ m @

Kurva

tertutup sederhana,

Limit,
Lingkaran,
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Indeks

Modulus,

Nilai
mutlak,

Pemetaan

konformal,

pemetaan
konformal, [T43]
Pole
berderajat,
sederhana, [133]
Polinomial,
Preservasi

sudut,

Residu,
residu,

Selang
semi-takhingga,
Sumbu

imajiner, 2]

Teorema
Laurent, [T18] [122]
terisolasi, [I30]
Titik
eksterior,
interior, [34]
kritis,
singular esensial,
singular yang dapat dihapus,
134
titik
singular, [130]
titik-dalam,
titik-luar,
Turunan, [96]
fungsi,
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